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Prioritatswarteschlangen

Geqg.. {e,,...e.} eine Menge von Elementen

Ann.:  Prioritat eines jeden Elements e wird identifiziert
uber die Funktion key

Operationen:
- function build({e,,...,e.}, key) liefert neue Warteschlange, in der die
Elemente e, nach key(e)) priorisiert verwaltet werden
— Funktion key wird von der erzeugten Warteschlange verwaltet

- procedure insert(e, pq) figt Element e mit Prioritat key(e) in pq ein,
verandert pq sofern e noch nicht in pq

- function min(pg) gibt Element mit minimalem key(e) zurtick

- procedure deleteMin(pq): 10scht das minimale Element in pg,
und pg wird verandert, wenn etwas geloscht wird

- function mt?(pq) prift, ob Warteschlange pq leer
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Prioritatswarteschlangen als ADTs

Im ADT-Sinne nur ,intern”
verwendet, dann
Uber internalRepr(pqg) referenziert
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Erweiterte Prioritatswarteschlangen

Zusatzliche Operationen:
orocedure delete(e, pg) l0scht e aus pq, falls vorhanden,
verandert ggf. pg
procedure decreaseKey(e, pq, 4): key(e) .= key(e)-4,
verandert evtl. pg

procedure merge(pg, pq’) fugt pg und pg’ zusammen,
verandert ggf. pg und auch pqg’
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Prioritatswarteschlangen

Einfache Realisierung mittels unsortierter Liste:
— build: Zeit O(n)

— insert: O(1)

— min, deleteMin: O(n)

Realisierung mittels sortiertem Feld:

— build: Zeit O(n log n) (Sortieren)

— insert: O(n) (verschiebe Elemente im Feld)

— min: O(1)

— deleteMin: O(n) (verschiebe Elemente im Feld)

Bessere Struktur als Liste oder Feld moglich?
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Bindrer Heap (Wiederholung)

ldee: Verwende binaren Baum statt Liste

Bewahre zwei Invarianten:

« Form-Invariante:
vollst. Binarbaum bis auf
unterste Ebene

« (Min)Heap-Invariante:

key(e;)<min({ key(e,), key(es) })
flr die Kinder e, und e;von e;
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Binarer Heap (Wiederholung)

Beispiel:
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Binarer Heap (Wiederholung)

Realisierung eines Binarbaums als Feld:




Bindrer Heap (Wiederholung)

Realisierung eines Binarbaums als Feld:

- H:Array [1..n]
« Kinder von e in HJil: in H[2i], H[2i+1]
« Form-Invariante: H[1],... H[k] besetzt fur k<n

« Heap-Invariante:
key(H[i])<min( { key(H[2i]), key( H[2i+1]) })
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Bindrer Heap (Wiederholung)

Realisierung eines Binarbaums als Feld:

insert(e, pq): Sei H das Tragerfeld von pq
(H = internalRepr(pq))

« Form-Invariante: n:=n+1; H[n]:=e

- Heap-Invariante: vertausche e mit Vater
bis key( H[ [k/211) < key(e) fur e in H[k]
oder e in H[1]
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Insert Operation

Procedure insert(e, pq)
H:=internalRepr(pq); n:=n+1; H[n]:=e
sifttUp(n, H)

Procedure siftUp(i, H)
while i>1 and key( H[parent(i)] ) > key( H[i] ) do
temp := HI[i]; H[i] := H[parent(i)]; H[parent(i)] := temp;
l:=parent(i)

Laufzeit: O(log n)
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Insert - Binarer Heap
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Invariante: H[k] ist minimal fur Teilbaum von H[k

O Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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Insert Operation - Korrektheit
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Invariante: H[k] ist minimal fur Teilbaum von H[k

O Knoten, die Invariante eventuell verletzen




Insert Operation - Korrektheit
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Invariante: H[k] ist minimal fur Teilbaum von H[k

O Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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Insert Operation - Korrektheit
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Invariante: H[k] ist minimal fur Teilbaum von H[k]

O Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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DeleteMin: Binarer Heap

deleteMin(pq):

« Form-Invariante: H[1]:=H[n]; n:=n-1

- Heap-Invariante: starte mit Element e in H[1].
Vertausche e mit Kind mit min Schlissel bis
HIk] < min({H[2k], H[2k+1] } ) flr Position k von e
oder e in Blatt
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DeleteMin Operation - Korrektheit
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Invariante: H[k] ist minimal fur Teilbaum von H[k]

: Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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DeleteMin Operation - Korrektheit
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Invariante: H[k] ist minimal fur Teilbaum von H[k]
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O Knoten, die Invariante eventuell verletzen




DeleteMin Operation - Korrektheit
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Invariante: H[k] ist minimal fur Teilbaum von H[k]

O . Knoten, die Invariante eventuell verletzen
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Binarer Heap

function deleteMin(pq):
H:= internalRepr(pq); e:=H[1]; H[1]:=H[n]; n:=n-1
sifttDown(1, H)
return e Laufzeit: O(log n)

procedure siftDown(i, H)
while not(isLeaf(i)) do
if not(exist(rightChild(i))) then m:=leftChild(i)

else
if key(H[leftChild(i)]) < key(H[rightChild(i)])
then m:= leftChild(i)
else m:=rightChild(i)
if key(H[i])<key(H[m])
then exit // Heap-Inv gilt
temp = HI[i]; H[i] := H[m]; H[m] := temp;
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Prioritatswarteschlange mit binarem Heap

Operator Laufzeit
insert O(log n)
min O(1)

deleteMin O(log n)
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Binarer Heap

build({e,,...,e.}, key):

- Naive Implementierung: Uber n insert(e)-Operationen.
Laufzeit O(n log n)

. Bessere Implementierung:
Setze H[i]:=e, fur alle i. Rufe siftDown(i) auf
far i=parent(n) runter bis 1 (d.h. von der vorletzten
Ebene hoch bis zur obersten Ebene)
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Binarer Heap: Operation build

Setze H[i]:=e, fur alle i. Rufe siftDown(i, H) far
i=parents(n) runter bis 1 auf.

AA

Invariante: Fur alle j>i: H[j] minimal fir Teilbaum von Hj]

Aufwand? Sicher O(n log n), siehe vorige Uberlegungen
Unnotig pessimistisch (besser gesagt: asymptotisch nicht eng)
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Aufwand fur build

- Die Hohe des Baumes, in den eingesiebt wird, nimmt zwar von unten nach
oben zu, ...

« ...aber fur die meisten Knoten ist die Hohe ,klein”
(die meisten Knoten sind unten)

. Ein n-elementiger Heap hat Héhe l log n |...

. ...und maximal [ n/2"| viele Knoten (Teilbdume) mit Hohe he{o,..., [ log n |}
- siftDown, aufgerufen auf Ebene h, braucht h Schritte

« Der Aufwand fur build ist also
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Robert W. Floyd: Algorithm 245: Treesort 3. 25
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Binarer Heap: Operation build

Setze H[i]:=e, fur alle i. Rufe siftDown(i, H) fur
i=parent(n) runter bis 1 auf.

AA

Invariante: Fur alle j>i: H[j] minimal fir Teilbaum von HJj]

Aufwand ist gekennzeichnet durch eine Funktion in O(n)
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Prioritatswarteschlangen als ADTs

! « Unsortierte Liste? |Operator |Laufzeit
insert O(1)
[Zusammenfassung o o
/ build O(n)

—_

. Sortiertes Array? |Operator _|Laufzeit

insert O(n)

min O(1)

deleteMin [O(n)

build O(n log n)
« Binarer Heap: Operator  |Laufzeit

insert O(log n)

min O(1)

deleteMin [O(log n)

build O(n)
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