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Die Wumpus-Welt

o START: Anfang
Stench > Wumpus: Monster (Tod)
PIT: Fallgrube (Tod)
/'-*\_ -
"W [~ ?f;é%;: o Breeze = Stench: Gestank
K% B Stonch > i (neben Wumpus)
1 {
" Breeze: Luftzug
s ssss L, (neben Fallgrube)
< — Glitter: Gold
Stol3:
o o Agent lauft gegen Wand
@? - ez -~ ez Agent hat 1 Pfeil, der
horizontal oder vertikal den
START Wumpus totet, Schrei

tiberall zu héren



Die Wumpus-Welt (2)

Agent kann seinen Standort nicht wahrnehmen
Wahrnehmungen:

[Stench, Breeze, Glitter, None, None]

Gestank, Luftzug, Glitzer, kein Stol3, kein Schrei

Anfangszustand.:

Position [1,1], nach rechts gewandlt,
irgendwo der Wumpus, das Gold, drei Fallgruben

Ziel:

Hole Gold und verlasse danach die Hbhle



Die Wumpus-Welt (3)

Aktionen:
vorwarts gehen
nach rechts drehen
nach links drehen
Gold greifen
Pfeil Schiel3en
Hohle verlassen ( falls Standort [1,1])



Exploration einer Beispielwelt

1,2] und [2,1] sind sicher:
1,4 2.4 34 4,4 = Agent 14 24 34 4.4
B = Breeze
G = Glitter, Gold
OK = Safe square
1,3 2,3 33 4,3 P =Pi 1,3 2,3 3,3 4,3
S = Stench
V = Visited
W = Wumpus
1,2 2,2 3,2 4,2 1,2 2,2 3,2 4,2
P?
OK OK
1,1 2,1 3,1 4,1 1,1 2,1 31 5, |41
§
v B
OK OK OK OK

(a) (b)



Exploration einer Beispiel-Welt

14 2,4 34 44 - Agent 1.4 24, 24 44
B = Breeze
G = Glitter, Gold
OK = Safe square
1.3 we 2,3 33 43 P =Pi 1,3 wi 23 33 py |43
S = Stench
V = Visited SBG
W = Wumpus
1,2 2,2 3,2 4.2 1,2 2,2 3,2 4,2
A S
S v v
OK OK OK OK
1,1 2,1 B 3,1 P 4,1 1,1 2,1 B 3,1 P! 4.1
v v v v
OK OK OK OK

(a) (b)



Logik in der Informatik

Language Ontological Commitment Epistemological Commitment
(What exists in the world) (What an agent believes about facts)

Propositional logic | facts true/false/unknown

First-order logic facts, objects, relations true/false/unknown

Temporal logic facts, objects, relations, times | true/false/unknown

Probability theory
Fuzzy logic

facts
degree of truth

degree of belief O...1
degree of belief 0...1




Wumpus: Formalisierung

Grundbausteine:

1)

2)

atomare Aussagen

eD: ,Der Wumpus ist tot”
*W,;. ,Der Wumpus ist auf [1,3]"
die wahr oder falsch sein kbnnen

logische Konnektoren
(und, oder, nicht etc.)
zur Konstruktion von Formeln



Formalisierung des Beispiels

1,4 24 3,4 4.4
1,3 2;3 3:3 413
Ww!
1,2 2,2 3,2 4,2
S
OK OK
1,1 2,1 3,1 4.1
B P!
A\ A\
OK OK

= Agent
B = Breeze
G = Glitter, Gold

OK = Safe square

P =PFit

S =S8tench
vV = Visited
W = Wumpus

aktuelle Situation:

_'S],] _'B],]
"Sz,z Bz,z
Sz,z _'B],Z



Formalisierung des Beispiels (2)

Beschreibung der Doméane (Spielregeln):

R;: =S, =W A=W A =W,
=8, = =W, A Wy A =Wy A =W,
=S, = =W, A “Wia A =W 8 =W

A~

R
R N
R, SLZ: W1,3 % W1,2 VW2,2 VWU

Gilt WB |= W, , ?


rm
Rectangle


Logisches SchlielRen

Wie kbnnen wir ableiten,
welche Aktionen der Agent ausfiihren soll?

Negative Selektion:
Schliel3e alle beweisbar gefahrlichen Aktionen aus

A;; A Easty A W, = -Forward

Positive Selektion:
Schlage nur Aktionen vor, die beweisbar sicher sind.

A;; A Easty A =W, , = Forward

Zur Beschreibung der Instruktion
,Gehe nicht vorwérts, wenn der Wumpus
auf dem néachsten Feld sitzt.”
bendtigt man 64 Klauseln (16 Felder x 4 mégliche Richtungen).



Wumpus: Aussagenlogik

Die Wumpus-Welt kann in Aussagenlogik modelliert werden.

FUr jedes einzelne Feld miissen entsprechende Regeln
aufgestellt werden:

R;: =S, = Wi A=W ,n =W,
RZ: _'S2}] = _'WI,I N _'WZ,] AN _'W2}2 AN _'W3,]
R;! S, = Wi A=W A =W A =W

Alle atomaren Aussagen miissen mit einem

Zeitindex versehen werden.

Bei einem Horizont von 100 Zeitschritten werden 6400 Regeln
zur Aktionsbeschreibung bendtigt.



Wumpus: Pradikatenlogik

Pradikatenlogik 1. Stufe (FOL) erméglicht
die Strukturierung atomarer Aussagen.

Es gibt Objekte, Funktionen und Relationen.
Beispiel:

LAUF allen Feldern, die dem Aufenthaltsort des Wumpus

unmittelbar benachbart sind, nimmt man einen unangenehmen
Geruch wahr.”

Y 1., [, [[Auf (f,,wumpus) A Benachbart(f,, f,)]= Geruch(f,)]
(Aussagenlogik: 16 Formeln der Form

[ i-1,j VSz'+],j ] a1V ]+]])

Préidlkatenloglk erlaubt kompaktere Darstellung.



Uberblick

« Aussagenlogik

* Pradikatenlogik

* Beschreibungslogik / Modallogik
» Zeitlogiken



Syntax der Aussagenlogil

(]

Eineatomare Formehat die FormA; (wobeii =1,2,3,...).
Formeh werden durdh folgendeinduktive Definition festgelegt:

1. Alle atomaren Formeln sind Formeln
2. Fur alle Formelr undG sind(F A G) und(F v G) Formeln.
3. Fir jede FormdF ist —=F eine Formel.

Abkirzungen:

A,B,C oderP,Q,Roder... statt Ai,Ax,Asz...
(F1 — F2) Statt (—lFl V Fz)
(F1<—> F2) Statt ((Fl/\ Fz)\/(—lFl/\—le))

(\n/ F) statt (...(FLVR)VR)V...VR)
i=1

(/n\ F) statt (...(FLAR)AR)A...AR)
i=1



Begriff der induktiven Definition

Zundchst einfachste Einheiten (Atome) festlegen
Beispiel: atomare Formeln der Aussagenlogik

Dann erkldren wie aus einfachen Einheiten

komplexere Einheiten konstruiert werden konnen

Beispiel: Bildung allgemeiner Formeln
wie FAG,FVvG, -F



Noch ein paar Abkirzungen ...

Sei A eine beliebige atomare Formel (Variable)
T stehe fir A v-A
1 stehe flir AA-A



Semantik der Aussagenlogil

()

Die Elemente der Mengf0, 1} heilRenWahrheitswerte

EineBelegungst eine FunktiorA: D — {0,1}, wobeiD eine Teilmenge der atomaren
Formeln ist. Wir erweiteri zu einer FunktiorA : E — {0, 1}, wobeiE D D die Menge
aller Formeln ist, die nur aus den atomaren FormelD aufgebaut sind.

_ 1 fallsA(F)=1 und A(G)=1

A(FAG)) = «
\ 0O sonst
_ ( 1 fallsA(F)=1 oderA(G)=1
A(FVG)) = « (F) ©)
0O sonst
_ (1 fallsA(F)=0
A((-F)) = <
O sonst

Wir schreiberA stattA.



Modelle

SeiF eine Formel und\ eine Belegung.

Falls A fir allein F vorkommenda atomar@ Formeh definiet ist,
so heilRtA zuF passend

SeiA passend z&:

FallsA(F)=1 soschreibenwir AEF

und sagen F gilt unterA

oder A ist ein Modell furF
FallsA(F) =0 so schreibenwir A (£ F

etc.



Gultigkeit und Erflllbarkeit

Eine FormelF heildterfullbar, falls F mindestens ein Modell besitzt, andernfalls hé&ifdt
unerfullbar.

Eine (endliche oder unendliche!) Menge von Formdliheil3terfullbar, falls es eine
Belegug gibt, die fur jede Formd in M ein Modell ist.

Eine FormelF heil3tgliltig (oderallgemeingultigoderTautologig falls jede zuF passend
Belegung ein Modell fUF ist. Wir schreiberj= F, falls F eine Tautologie ist, ung: F
sonst.



Aufgabe

Gliltig

Erflllbar

Unerfillbar

AV B

AV -A

AAN—-A

A— —A

—-A— A

A— B

A— (B—A)

A— (A— B)

A+ —A

A+ (B A)




Aufgabe

Gelten die folgenden Aussagen?

JIN | Gegenb.
Wenn F gultig dann F erfillbar
Wenn F erfullbar dann —F unerfillbar
Wenn F gultig dann —F unertfillbar
Wenn F unertfillbar dann —F gultig




Aufgabe

Gelten die folgenden Aussagen?

J/N

Gegenb.

Wenn (F — G) giltig

und F gultig dann G qiiltig

Wenn (F — G) erflllbar

und F erfullbar dann G erfullbar

Wenn (F — G) giltig

und F erfiullbar dann G erflllbar




Folgerung und Aquivalenz

Eine FormelG heil3t eind~olgerungder FormelrF4, ... , K falls
fur jede Belegung, die sowohl &y, ... ,F als auch zus passend
ist, gilt:

WennA Modell von{F,... K} ist, dannistA auch
Modell vonG.

Wir schreiberf,. .. K = G, falls G eine Folgerung von
Fi,...,FKist.

Zwei Formeh F und G heil3an (semantish) aquivalent falls fur
alle Belegunger\, die sowohl furF als auch fiiG passend sind,
gilt A(F) = A(G). Hierfur schreiben wiF = G.



Motivation fir Wahrheitstabelle von —

Wir betrachten folgende Formeln 1->1=1
Wenn es regnef, 1-0=0
scheint die Sonne nicht: R - =S 0—-1=1
Es regnet: R 0->0=1

Daraus folgt: Die Sonne scheint nicht!

Also: {R > -S,R}E =S

Wie sehen die Modelle von {R — =S, R} aus?
R hat den Wert 1,

Wie wird R = -S auf 1 abgebildet?

-S muB auf 1 abgebildet werden (ged)



Zweites Beispiel:

Wenn es regneft, 151=1
scheint die Sonne nicht: R = =S 150=0
Es regnet nicht: —-R 0-51=1

Folgt daraus: Die Sonne scheint nicht? | g _50-1

{R—>-S, -R}F-S5?
Wie sehen die Modelle von {R — -S, =R} aus?
R hat den Wert O, da -R auf 1 abgebildet werden soll

Wenn R - -S auf 1 abgebildet werden soll, dann
bleiben die dritte und vierte Zeile, somit kann in den
Modellen von {R = =S, -R} auch -S auf O abgebildet
werden (wir wdhlen die Variante aus Zeile 4)


Ralf Möller


SchluBmuster

Wir haben gesehen:

{P,P > Q}FQ (Name fiir SchluBmuster: Modus Ponens)
Folgendes konnen wir auch zeigen:

{Q, =P - -Q} EP (Name fiir SchluBmuster: Modus Tollens)
Oder auch:

{-Q, P > Q} F-P (Name fiir SchluBmuster: Kontraposition



Aufgaben

Gelten die folgendeAquivalenzen?

(A—+B)—=C =
(A—+B)—=C =
(A<+B)+<C =

A— (B—C)
(AAB) —C
A+ (B« C)

Gelten die folgenden Aussagen?

J/N

Gegenb.

Wenn

(F — G) glltig

dann

Wenn

FEG

dann

Wenn

(F + G) gultig

dann

Wenn

F=G

dann




Die Hauptprobleme

Modellprifung
SeiF eine Formel und sé\ eine passende Belegung. GfF) =17

Erfullbarkeit
Sa F eineFormel | st F erfullbar ?

Gultigkeit
SeiF eine Formel. IsF gultig ?

Folgerung
Seien F und G Formeh. Gilt F = G?

Aquivalenz
Seien F und G Formeh. Gilt F = G?



Aufgabe

Welche Probleme lassen sich auf welche reduzieren?

e Gultigkeit <= (Nicht)Erfullbarkeit:

F gultig gdw. —F nicht ertillbar
F erflllbar gdw.—F nicht giltig

Gultigkeit —- Folgerung:
F giltig gdw. T =F

Folgerung—- Gliltigkeit:
F &= Ggdw.F — G giiltig

Giiltigkeit = Aquivalenz:

F gultiggdw.F =T
e Aquivalenz= Giiltigkeit:

F =G gdw.F + Gqltig



Losung des Erfillbarkeitsproblems

Gegeben sei eine aussagenlogische Formel F,
deren Erfillbarkeit zu prifen ist

In der Formel kommen atomare Formeln
(Variablen) vor

Teste fir alle Belegungsmoglichkeiten der
atomaren Formeln den Wahrheitswert

Wenn sich eine Belegung finden laft, so da der
Wahrheitswert von F sich zu 1 berechnet, ist F
erfillbar (semantische Beweismethoden)

Man muB bei n Variablen 2" Maglichkeiten priifen



Gesucht wird ein mechanisches Verfahren

Wir definieren einen Operator
{F1,F2,..,FK}F G
Anspriche an -

Korrektheit

Wenn {F1,F2, .., Fk}- G dann {F1,F2, ..., FK} E G
Vollstdandigkeit

Wenn {F1,F2, .., Fk}EGdann {F1,F2, ..., Fk} - G



Losung des Aquivalenzproblems

Es soll gezeigt werden, daB eine Formel F
dquivalent zu einer Formel G ist.

F =G gdw. (F <& 6) giiltig gdw.
~(F < 6) nicht erfiillbar

Man muB im schlimmsten Fall 2" verschiedene
Belegungsmoglichkeiten testen

Frage: Geht das nicht direkt durch Umformung
der syntaktischen Einheiten fir F und G, so dafl F
syntaktisch in G lberfihrt wird?



Ersetzbarkeitstheorem

Satz (Ersetzbarkeitstheorem)

SeienF und G aquivalente Formeln. Séi eine Formel mit
(mindestens) einem Vorkommen der TeilforrkelDann istH
aquivalent ziH’, wobeiH’ ausH hervorgeht, indem (irgend) ein
Vorkommen vorf in H durchG ersetzt wird.



Beweisprinzipien: Induktion

Behauptung: B(F) gilt fir jede Formel F

Beweis:
1. Man zeige, es gilt B(A;) fir jede atomare Formel A;.

2. Man zeige unter der (Induktions-)Annahme, da B(F)
und B(G) gelten, folgt, daB B(F A G), B(F v 6), B(-F)

gelten



Beweis: (Ersetzbarkeitstheorem}

Beweis(durch Induktionuber den Formelaufbau vat):
InduktionsanfangFallsH eine atomare Formel ist, dann kann
nurH = F sein. Und damit ist klar, daR aquivalent ziH’ ist,
dennH’ = G.

InduktionsschrittFallsF geradeH selbst ist, so trifft dieselbe
Argumentation wie im Induktionsanfang zu. Sei also
angenommerf; ist eine Teilformel vorH mit F £ H. Dann
mussen wir drei Blle unterscheiden.


Ralf Möller

Ralf Möller

Ralf Möller

Ralf Möller


Fall 1: H hat die BauarH = —H;.

Nach Induktionsvoraussetzung it aquivalent zuH,, wobeiH;
ausH; durch Ersetzung voR durchG hervorgeht. Nun ist aber
H = ﬂH'l. Aus der (semantischen) Definition vgn“ folgt dann,
daRH undH' aquivalent sind.

Fall 2: H hat die BauarH = (H1V Hy).

Dann kommtF entweder irH; oderHs; vor. Nehmen wir den
ersteren Fall an (der zweite isbNig analog). Dann ist nach
Induktionssannahmig; wiederaquivalent ziH,, wobeiH; aus
Hy durch Ersetzung voR durchG hervorgeht. Mit der Definition
von,\V* ist dann klar, daf = (H;VHy) =H .
Fall 3: H hat die BauarH = (H1 A Hy).
Diesen Fall beweist marollig analog zuFall 2.


Ralf Möller

Ralf Möller

Ralf Möller

Ralf Möller

Ralf Möller


Satz

Es gelten die folgendefiquivalenzen:

(FAF
(FVF
(FAG
(FVG
(FAG)AH
(FVG)VH
FVG)
FAG)
GVH)
GAH)
—=F

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

FA(
FV(
FA(
FV(

Aquivalenzen

.
.

(GAF)
(GVF)

(F A (GAH))
(FV(GVH))
.

.

(F ARGV (
(FvG)

.

(Idempotenz)

(Kommutativitt)

(Assoziativigt)

(Absorption)

(Distributivitat)
(Doppelnegation)



Weitere Aquivalenzen

—(F AG)
—(FVG)

(FVG)
(FAG)
(FVG)
(FNG)

(—=FV—-G)
(—lFf\—IG)

F, fal
G, fal
G, fal

F, fa

s I’ Tautologie

s I Tautologie

s /" unertfullbar

Is F unertullbar

(deMorgansche Regeln)

(Tautologieregeln)

(Unerfiillbarkeitsregeln)





