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Quantifizieren von Aussagen (2)

Fir alle x gilt: Metall(x) — Leitet-Strom(x)

Notation: V x (Metall(x) - Leitet-Strom(x))

Man beachte: Es muB nicht notwendigerweise
tberhaupt Metalle geben! Die Fiir-alle-Aussage ist ja
dann nicht falsch

Manchmal mochte man die Existenz aber fordern
Es gibt ein x: Metall(x), oder genauer aber synonym:
Es gibt mindestens ein x: Metall(x)

Notation: dx (Metall(x)) Existenzquantor



| Syntax der Prédikatenlogikl
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Variablen, Symbole, Terme

EineVariablehat die Formx; miti=1,2,3....

Ein Pradikatensymbdiat die FormPK und einFunktionssymbol
hat die Formfik miti =1,2,3... undk=0,1,2.... Hierbei heil3t
| jeweils derUnterscheidungsindaxndk die Stellenzah({oder
Stelligkeit). Wir definieren nun digéermedurch einen induktiven
Prozel3:

1. Jede Variable ist ein Term.

2. Fallsf ein Funktionssymbol mit der Stellenzdqlund falls
t1,...,t Terme sind, so ist aucf(ty,... ,tx) ein Term.

Hierbei sollen auch Funktionssymbole der Stellenzahl O
eingeschlossen sein, und in diesem Fall sollen die Klammern
wegfallen. Nullstellige Funktionssymbole heil3en auch
Konstanten



Formeln

Nun kénnen wir (wiederum induktiv) definieren, wasrmeln
(der Padikatenlogik) sind.

1. FallsP ein Padikatsymbol der Stelligkek ist, und falls
t1,...,t Terme sind, dann if(ty, ... ,tk) eine Formel.

2. Hir jede FormeF ist auch—F eine Formel.

3. Hir alle FormelrF undG sind auchF AG) und (F Vv G)
Formeln.

4. Fallsx eine Variable ist unér eine Formel, so sind aucixF
undvxF Formeln. Das Symbadl wird Existenzquantound
v Allguantorgenannt.

Atomare Formelmennen wir genau die, die gafd'l. aufgebaut
sind. FallsF eine Formel ist undF als Teil einer FormeG

auftritt, so heil3€ Teilformelvon G.



Freie und gebundene Variablen, Aussagen

Alle Vorkommen von Variablen in einer Formel werderfiiaie
undgebunden&orkommen unterteilt. Dabei heil3t ein
Vorkommen der Variabler in der FormeF gebunden, fallg in
einer Teilformel vorF der Form3dxG odervxG vorkommt.
Andernfalls heil3t dieses Vorkommen vefrei.

Eine Formel ohne Vorkommen einer freien Variablen heif3t
geschlossender eineAussage

Die Matrix einer FormekF ist diejenige Formel, die man a&s
erhélt, indem jedes Vorkommen vahbzw.V, samt der
dahinterstehenden Variablen gestrichen wird. Symbolisch
bezeichnen wir die Matrix der FormElmit F *.



Aufgabe

NF: Nicht-Formel F: Formel, aber nicht Aussage A: Aussage

NF|F|A

VxP(a)

Vxay(Q(x,y) VR(X,Y))
VXQ(X,X) — IXQ(X,Y)

VXP(X) V ¥XQ(X, X)

VP(X)

P(x) — 3

VIP(x)

VXYYQ(x,Y) AR(X,Y)
3Z(Q(zX) VR(Y,2)) = Fy(R(x,y) A Q(X, 2))
Ix(—P(X) V P(a))

P(x) — IxP(X)

Ixvy((P(y) = Q(xy)) V —P(x))




|Semantik der Prédikatenlogikl



Struktur, passende Strukturen

Eine Strukturist ein PaaA = (Ua,la) wobeiUp eine beliebige
abernicht leereMenge ist, die dig&srundmenga&on A (oder der
GrundbereichderIndividuenbereichdasUniversum genannt
wird. Ferner ist o eine Abbildung, die

¢ jedemk-stelligen PadikatensymbdP (das im
Definitionsbereich vomhy liegt) eink—stelliges Padikatuber
Ua zuordnet,

¢ jedemk—stelligen Funktionssymbdl (das im
Definitionsbereich vohy liegt) einek—stellige Funktion auf
Ua zuordnet,

e jeder Variablerx (sofernl o aufx definiert ist) ein Element
der Grundmeng€p zuordnet.

SeiF eine Formel und\ = (Ua,la) eine StrukturA heif3t zuF
passengfalls | fur alle inF vorkommenden Rxdikatsymbole,
Funktionssymbole und freien Variablen definiert ist.



Mit anderen Worten, der Definitionsbereich vignist eine
Teilmenge vor{PX, fX xli=1,2,3,... und k=0,1,2.,...}, und
der Wertebereich voly, ist eine Teilmenge aller Rdikate und
Funktionen aubla, sowie der Elemente vdna . Wir schreiben
abkirzend statta (P) einfachP?, stattla ( f) einfachf” und statt
Ia(X) einfachx?.



Werte von Termen und Formeln in einer Struktur

SeiF eine Formel und\ eine zuF passende StrukturuFjeden
Termt, den man aus den Bestandteilen ¥ohilden kann (also
aus den Variablen und Funktionssymbolen), definieren wir nun
denWertvont in der StrukturA, den wir mitA(t) bezeichnen.
Die Definition ist wieder induktiv.

1. Fallst eine Variable ist (alsb= x), so istA(t) = xA.

2. Fallst die Form hat = f(ty,...,t) wobeits, ...ty Terme
und f ein k—stelliges Funktionssymbol ist, so ist

A(t) = fA(A(t),...,At)).

Der Fall 2 schliel3t auch die ddjlichkeit ein, daf¥ nullstellig ist,

alst die Form hat = a. In diesem Fall ist alsé\ (t) = a”.



Auf analoge Weise definieren wir (induktiv) déWwahrheits—)
Wertder FormelrF unter der StruktuA, wobei wir ebenfalls die
BezeichnundA (F) verwenden.

e FallsF die Form haF = P(ty,...,tx) mit den Termen
t1,...,tk undk—stelligem PadikatsymboP, so ist

A(F) = 1, falls (A(t),... ,Atx)) € PA
B 0, sonst

e FallsF die FormF = =G hat, so ist

0

A(F){ 1, fallsA(G)

0, sonst

e FallsF die FormF = (GAH) hat, so ist

A(F) = { 1, fallsA(G)=1undAH)=1

0, sonst



e FallsF die FormF = (GV H) hat, so ist

A(F { 1, fallsA(G)=1oderA(H) =1

0, sonst

e FallsF die FormF = VxG hat, so ist

A(F) = 1, falls fur alled € Up gilt : Ay/q(G) =1
0, sonst

e FallsF die FormF = 3IxGhat, so ist

A(F) = 1, falls es ein de Ua gibt mit: Ay q(G) =1
0, sonst

Hierbei bedeuted, /4 diejenige StruktuA’, die tiberall mitA

identisch ist, bis auf die Definition vorf® . Es sei mimlich

!

xA =d, wobeid € Up = U, — unabhingig davon, olba aufx
definiert ist oder nicht.



Beispiel

Es sei P ein zweistelliges Prddikatensymbol, Q ein
einstelliges Prddikatensymbol, a eine Konstante, f ein
einstelliges Funktionssymbol, und es seien x, y, z
Variablen. Eine Struktur, die diesen Symbolen Werte
zuordnet, ist gegeben durch A = (U,, I,) mit U, = {7, 8, 9}.
Die Interpretationsfunktion I, ist wie folgt definiert:

a? = 7

XA = 8

y* = 9

QA = {7,9}

PA = {(7.8),(7.9). (8, 9)}

FA = {(7,8),(8,9), (9, 7)}



Beispiel (2)

Zu bestimmen ist der Wahrheitswert der
folgenden Formeln beziiglich A:

. (Q(a) A P(a, x)) = (Q(f(a)) P(a,y))
2. P(a,y) A3z P(z, a)

3. Vz(Q(z) -P(a, 2))



Modell, Gultigkeit, Erf'ullbarkeit

Falls fiir eine FormeF und eine zU- passende Struktu gilt
A(F) =1, so schreiben wir wiedek = F.

SprechweiseE gilt in A oderA ist Modellfur F.

Falls jede zUF passende Struktur ein ModelrfF ist, so
schreiben wirt= F, andernfallg~ F.

Sprechweisef ist (allgemein—)gltig).

Falls es mindestens ein Modelirfdie FormeF gibt, so heil3F
erflllbar, andernfallainertillbar.



Aufgabe

G: Gliltig  E: Erfullbar, aber nicht gitig  U: Unerftillbar

VxP(a)

Ix(-P(x) vV P(a))

P(a) — IXP(X)

P(x) — IxP(x)

VXP(X) — 3IXP(X)

VXP(X) A =VYyP(y)

VX(P(X,X) — IXVYP(X,Y))
VXVy(x=y = f(x) = f(y))
Vxvy(f(x) = f(y) > x=y
IxIy3z(f(X) =y A f(X) =zZAY # 2)




Noch einmal: Funktionen

In der Semantik der Prddikatenlogik:
Spezifikation von I, durch: fA = {(x,y), (y, z), ...}

Schreibweise: f(x) = y (x heift Argument oder
Parameter, y heift Wert)

Extensionale Definition problematisch da
Tupelmenge potentiell unendlich

Daher: Angabe der Tupelmenge durch
Prddikatenlogische Formel (Beispiel)
fa={(x.y)ly=x+2}
Schreibweise: f(x) = x + 2



Prddikate als Boole'sche Funktionen

Prddikatsnamen bezeichnen Mengen von Tupeln:
Struktur (U,, . IA)
Beispiel: U, = {u, v, w}
Beispiel: PA={ (u, v), (v, w) }

Darstellung von Prddikaten als Funktionen:
Beispiel: P: U, xU, -> B B={0,1}

PA={(u,v,1),(v,w,1),
(u, w, 0), (u, u, 0), (v, v, 0), (v, u, 0),
(w, u, 0), (w,v,0), (w,w,0)}



Prdadikatenlogik fir ,Arithmetik"

Festlegung des Universums der Struktur

Definition von Prddikaten mit Hilfe von
~eingebauten”, vorausgesetzten Funktionen

Zahlen

N, auch: N unsigned int . cardinal: natiirliche Zahlen ab 0
N natiirliche Zahlen ab 1

Z Intg. integer: ganze Zahlen

R real. float: reelle Zahlen



Operationen

elementare
Pradikate

elementare
Operationen

Arithmetik

auf natiirhichen Zahlen

=:Ny x Ny — B
£+ Ny % Ng — B

+1:N(3—>NQ
—l:N{j——}Ng

+ : Ny x Ng — Nj
—:NQXN{)_}’N()
INQXN{]—}NQ
diV:NQXN{]——}NQ
mOdINQXN{]—}NQ

+.- totale Funktionen
—.div.mod partielle Funktionen



Algebraische Axiome fir +, *

Einselemente
Kommutativitat
Distributivitat
Assoziativitat

Axiome ermdglichen Umformulierungen von
Termen



Weitere .eingebaute” Prddikate

Vergleiche >:Ngx Ny — B
>:Ngx Ny — B

>.> totale Funktionen



Wie hdngen die Funktionen und Prddikate zusammen?

Festlegung der Eigenschaften durch sog. Axiome
Aus den durch Axiome festgelegten Eigenschaften
sind Folgerungen (F) maglich

Menge von Axiomen heiflt auch "Theorie"

Ublich: Notation der Axiome als Formeln

Zusammenhang zwischen "—" und " F "



Ungleichungen

AXiOmC::

transitiv
reflexav

antisymmetrisch

transitiv

Rechnen mit Ungleichungen
1, 7, k selen ganze Zahlen

i=j

ok k< g%k

1< k



Weitere Axiome:
—(z < 1)
(2 <3 A g <)
1<] > i1+k<gr+k
1< I ANOZ<E > ixk<gxk
1< I NANO<k = 1xk<gx*k

<] - i+1Z7



Zusammenfassung, Kernpunkte

Prddikatenlogik
Syntax, Formeln
Semantik, Belegung, Modell
Entscheidungsprobleme
Arithmetik in Pradikatenlogik



Folgerung und Aquivalenz

Eine FormelG heil3t einegFolgerungder FormelrF,, ... , K falls
fur jede Struktur, die sowohl Z, .. . , K als auch zus passend
ist, gilt:

WennA Modell von{Fi,...,F} ist, dannistA auch
Modell vonG.

Wir schreiberf,. .. K = G, falls G eine Folgerung von
Fi,...,FKist.

Zwei FormelnF unf G heil3en §emantischaquivalent falls fir
alle StrukturerA, die sowohl &ir F als auch it G passend sind,
gilt A(F) = A(G). Hierfur schreiben wiF = G.



1. IYvXP(X,Y)
2. Vx3IyP(X,y)

Aufgabe

1.=2.

2.=1.




Aquivalenzen

Satz:
SeienF undG beliebige Formeln:

1. -VXF = 3Ix—F
—3dXF = Vx-F

2. Fallsxin G nicht frei vorkommt, gilt:
VXF A G) =VX(F AG)

VXFV G) = ¥X(F v G)
= IX(F A G)
IxF Vv G) = Ix(F v G)

(

( )
(IXFAG)
( )
(VXF AVXG) = VX(F A G)

(IXF Vv IXG) = IX(F v G)

4. YXVYF = VyvxF
Ix3dyF = dydxF



Aufgabe

VYXVYF = VyVxF

VXxdyF = IXVyF

Ix3dyF = dydxF

VXFVVYXG=VX(FVG

VXFAYXG=VX(FAG

(FVG)
(FAG)
IXF v 3IxG = Ix(F v G)
IXF A IXG = IX(F AG)




Beispiel

Es seien Animal, Vegetarian, Sheep, Cow, und Mad_cow
einstellige Prddikatensymbole. Die Symbole EATS und

PART_OF seien zweistellige Prddikatensymbole, und es seien x,
y, z Variablen. Wir betrachten folgende Menge T von Formeln:

T := {Vx (Sheep(x) —
(Animal(x) A Vegetarian(x))) ,
Vx (Cow(x) —
(Animal(x) A Vegetarian(x))) ,
Vx (Vegetarian(x) —
(-3y (EATS(x,y) A Animal(y)) A
Vy (EATS(x)y) —
(-3z (PART_OF(y,z) A Animal(z))))) }



Beispiel (2)

Annahme: Formeln seien Grundlage fiir die
Spezifikation von Programmen fir ein grofles
Softwareprojekt fir das Landwirtschaftsministerium
dar.

Frage: Welche Kihe (eines bestimmten Bestandes, der
als Parameter eingeht) sind beim Verzehr
gesundheitsgefdhrdend?

Hierzu wird folgende Formel verwendet:
f := Vx (Mad_cow(x) —
(Cow(x) A Ay (EATS (x,y) A
3z PART_OF(y, z) A Sheep(z))))



Beispiel (3)

Zu erstellen: Programm, das die Menge M aller x
berechnen soll, fir die Mad_cow(x) gilt

Nach eingehender Beratung mit Ihren
Mitarbeitern kommen Sie zu dem SchluB8, daB Sie
das Projekt, obwohl es lukrativ sein mag, aus
Gewissensgrinden nicht annehmen werden, da die
Menge M immer leer sein wird.

Sie zeigen, daf die Formel Ix Mad_cow(x)
unerfillbar bzgl. T U {f} ist



Zusammenfassung, Kernpunkte

Prddikatenlogik
Syntax, Formeln
Semantik, Belegung, Modell
Entscheidungsprobleme
Aquivalente Transformation von Formeln

Anwendungsmotivation:

Konzeptuelle Datenmodellierung
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