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Normalform

Konjunktive und disjunktive Normalform (KNF und DNF)
sind wie in der Aussagenlogik definiert.

Die Herstellung der Normalformen erfordert zusatzlich
die Elimination der Quantoren.



Prdanexnormalform

Erster Schritt: Bilden der Pranexnormalform einer Formel
Quantorenprafix + Matrix
Vx, Vx,dx; ... Vx (@)

Erzeugen der Pranexnormalform durch Aquivalenzumformungen:
1. Elimination von < und =
2. — vor die Atome

3. Quantoren nach aufRen

Beispiel -Vx [(Vx P (x)) = O (x)]
~Vx [=(VxP(x) v Q)]
Ix [ (VxP(x) A =0 (x)]



Variablennormalisierung

Variablenumbenennung

Lemma: Sei y eine Variable, die nichtin ¢ vorkommt.
Danngilt Vxo=Vy@lx/y] und dx ¢=3y ¢[x/y].

Variablennormalisierung:

Je zwei Variablen hinter Quantoren
werden durch Variablenumbenennung verschieden
gemacht.



Skolemisierung (1)

Elimination von Existenzquantoren
Eine Formel der Form

Vx,..x,dy @
Wird ersetzt durch die Formel
Vx,..x, @',

Wobei ¢' aus ¢ dadurch entsteht, dass in ¢ jedes freie
Vorkommen von y durch f(x, ... x,) ersetzt wird.

f ist ein ,neues” n-stelliges Funktionssymbol (Skolemfunktion)

Der Skolemterm f(x, ... x,) reprasentiert ein y,
das zu den gegebenen x, ... x, existieren soll,

d.h. ein Beispiel.



Skolemisierung (2)

Beispiel: Vx3y [P (x) = O O]
Skolemisierung: Vx [P (x) = O (f(x))]

Skolemnormalform: Skolemisierte Pranexnormalform
Beispiel: dx (Vx P (x)) A =0 (x))
By (Vx P (x) A =0 1)
By (Vx (P x) A =0 1)
Vx (P (x) A =0 (f))

Satz: Zu jeder geschlossenen Formel ¢
kann ihre Skolemnormalform effektiv berechnet werden.



Skolemisierung (3)

Die Skolemisierung ist keine aquivalente Umformung,
d.h. sie ist nicht modellerhaltend.

Satz: Eine Formel ist genau dann erfullbar bzw. unerftullbar, wenn
ihre Skolemnormalform erfullbar bzw. unerfullbar ist.

Wenn wir mit einem negativen (Test-) Kalkul arbeiten,

also den Nachweis der Unerfullbarkeit von Formeln anstreben,
konnen statt allgemeiner pradikatenlogischer Formeln deren
Skolemnormalformen verwendet werden.



Erzeugen der Klauselformel

Eine pradikatenlogische Formel wird durch folgende
Transformationsschritte in Klauselform gebracht:

e & und = eliminieren

e -~ vor die Atome bringen

e gebundene Variablen umbenennen

» Herstellen der Pranexnormalform

e Skolemisierung

e Matrix in konjunktive Normalform bringen
 Allquantoren entfernen

* Uberfiihren in Mengenschreibweise



Beispiel

3z =P(z) VVz Q(z)] = V& R(z)
= eliminieren
—[3z =P () VVz Q(z)] VVz R(x)
- vor die Atome

[-3z ~P(z) A =Vz Q(z)] VVz R(z)

Vz P(z) A3z =Q(2)] V Vz R(x)
Variablen umbenennen

Vz P(x) AJy ~Q(y)] VVz R(z)

Pranexnormalform



Beispiel (2)

Pranexnormalform

vV dy Vz[(P(z) A ~Q(y)) V R(z)]

Skolemisierung

Vz,z [(P(z) A =Q(f(x))) V R(2)]
Matrix in KNF

Va,z [(P(x) V R(z)) A (-Q(f(z)) V R(2))]

Quantoren eliminieren, Klauselform


rm
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Resolution (1)

Voraussetzung: Klauselform
Beispiel:

TP L)) P (2, /(g (2)]
Wann ergibt sich ein Widerspruch?

Aus dieser Klauselmenge kann nur dann die leere Klausel abgeleitet
werden, wenn die beiden Atome P (x, f(y)) und
P (z, f (2(2))) identifiziert werden.

Substitution: Ersetzung der Variablen durch Terme,
so dass beide Atome gleich werden.

Beispiel: ersetze y durch g (2)
ersetze x durch z



Substitution

o =[x,/t, x,/t,, ..., x,/t ] ist eine Substitution

.., n n

(ersetze x, durch ¢, x, durch ¢,, ..., x, durch ¢ ).

Fur eine atomare Formel o ist

oa die Anwendung der Substitution o auf «,

die alle Vorkommen der Variablen x; in «a durch die
entsprechenden ¢, ersetzt.

Beispiel:
¢ = P(f(x),)
o = [x/z, ylf (2)]
op = P(f(2),/(2))



Unifikation (1)

Unifikator zweier atomarer Formeln o, und o;:

Substitution o, die a; und «, unifiziert (gleich macht),
d.h. es soll gelten: oo, = oa,.

Allgemeinster Unifikator o (engl. most general unifier, mgu):

alle anderen Unifikatoren ergeben sich durch
Instantiierung der Variablen in o, d.h.:

Zu jedem Unifikator o' gibt es eine Substitution 7 mit
o'a,=1(ony)=1t(00,) =0"a,.

Satz:
FuUr je zwei Ausdrucke gibt es, bis auf Variablenumbenennung,
hochstens einen allgemeinsten Unifikator.



Unifikation (2)

Beispiel:

Unifikation der Atome O (f(x), v, b) und O (f (a), g (u), )
durch die beiden Substitutionen
= [x/a,v/g(u), y/b]

o
o' = [x/a,v/g(c), ulc, y/b]

o ist allgemeinster Unifaktor.
Beachte:

Die Terme x und f(x) sind nicht unifizierbar (occur-check)

Die Terme f(x) und g(x) sind nicht unifizierbar.



Unifikation (3)

Algorithmus zur Berechnung des mgu fur
eine Menge von Atomen {qa;}.

o=11.
LOOP IF alle oo, identisch THEN
RETURN o (ein mgu)
Bilde Unterscheidungsmenge (engl. Disagreement Set, DS),
Bsp.: DS ({P (¢, f (c, g(2), ...)) ... P(c,f(c,u,..))} = {g(2), u}
Wahle Variable x € DS und Term ¢ & DS, der x nicht enthalt

IF dies nicht moglich ist THEN
RETURN failure ({c;} nicht unifizierbar)

Erganze o um [x/f]
ENDLOOP



Beispiele

Sind folgende Atome unifizierbar?

P (x) und QO ()

P (x,y) und P (z)

P (x,y) und P (a,f(a))

P (x,y) und P (f(2), g(2))

P(x,f(») und P(z,f(g()

P (x,x) und P (f(y),f(g())

P (x,f(x)) und P(y,y)

P (x,a) und P (b, x)

P (x,f(x,x),zf(z,2z)) und P(f(a a),y,f (v, ), u)



Resolution (2)

GULLC UL
o(C,UG)

C,U {I} und C,U {I} sind variablendisjunkt und o ist ein

allgemeinster Unifikator fir / und 7, d.h. ol=01l

Beispiel:  {{P(x), P(f(»)), O(g(x))}, {R(f (2)), ~P(f (2))} },
o = [xIf(v), y/v, z/v]

Q@ ()), R(f (V)

Satz:
Eine pradikatenlogische Klauselmenge A ist unerfullbar gdw. im
pradikatenlogischen Resolutionskalkul die leere Klausel aus A

abgeleitet werden kann
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WB:

Belsplel 1 Vz (InfStudent(x) = Student(x))
Vz (Student(x) = ArbeitetViel(x))
InfStudent(moritz)

Frage:

ArbeitetViel(moritz)

{~Student(x),ArbeitetViel(x)} {~ArbeitetViel(moritz)}

x/moritz

{~InfStudent(y),Student(y)}

nt(moritz)}

{~InfStudent(moritz)}

-7 (jeder Schritt kann mit
einem Unifikator markiert werden) [1



Beispiel 2

WEB:

Vz [Plus(null,z,x)]
Vz,y,z [Plus(x,y,z) = Plus(succ(z),y, succ(z))]

Frage:
Ju Plus(2,3,u)
wobei wir der besseren Lesbarkeit wegen schrei-

ben:
0 statt nwull, 2 statt succ(succ(null)) usw.

-

{~Plus(x,y,z),Plus(succ(x),y,succ(z))]} {~Plus(2,3,u)} -

{Plus(0,x,x)}

{~Plus(1,3,v)}

x/0,y/3,v/succ(w),z/w <

Beachte: nicht nur die
Existenz, auch der Wert
von u (5) ist ableitbar!

{~Plus(0,3,w)}

x/3,w/3 Var. umbenennen,
damit sie verschie-

den sind

1



Faktorisierung (1)

 Annahme: Ein Barbier rasiert Manner genau

da
e Be

* Be
se|

nn, wenn sie sich nicht selber rasieren.
nauptung 1: Der Barbier rasiert sich selbst

nauptung 2: Der Barbier rasiert sich nicht
ost




Faktorisierung (2)

Faktorisierung: Verfeinerung der Resolutionsregel

Verschmelzung der Literale in den Elternklauseln durch Anwendung einer
geeigneten Substitution, bevor die Resolvente erzeugt wird.

Faktorisierungsregel:

o' = [x/barbier] {-=Rasiert(barbier, x), -~ Rasiert(x,x)}
F'1:{=Rasiert(barbier, barbier)}

o' = [y/barbier] {Rasiert(y,y), Rasiert (barbier, y)}
F'2 : {Rasiert (barbier, barbier)}

Aus F'1 und F2 kann die leere Klausel abgeleitet werden.



Generierung von Antworten (ask)

Gegeben sei ein Resolutionsbeweis fur dx P(x),
d.h. fur gewisse Werte von x ist die Formel unerfullbar.

Wie sieht ,Beispiel” fur x aus, so dass Formel unerfullbar?

Statt die verwendeten Unifikatoren durchzusuchen,
konnen Antwortpradikate verwendet werden.

Sie akkumulieren die wahrend des Beweises konstruierte
Substitution fur x.

Das Antwortpradikat 4 kommt in der Signatur noch nicht vor.

e Ersetze die Formel dx P(x) durch dx [P(x) A =A(x)].

* Der Resolutionsbeweis erzeugt statt _ eine Klausel, die
nur das Antwortpradikat enthalt.



Beispiel 3 Wa:
Bruder(moritz, mazx), Bruder(moritz, fritz) ...

Gross(mazx), Gross(fritz) ...

Frage:

da [Bruder(moritz, ) A Gross(z)]

{Bruder(moritz,max} {~Bruder(moritz,x}), ~Gross(x), A(x}} _ --

{Gross{max)}

{~Gross{max), A(max)}

{A(max)}



Behandlung von = bei der Resolution

Uber Unifikation ...



§
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Zusammenfassung

Algorithmus fir Erfillbarkeit: Resolution



