WW U Wir tragen

Maske!

Episodische
PGMs

EinfGhrung in die
Klnstliche Intelligenz

Tanya Braun
wissen.leben Arbeitsgruppe Data Science, Institut fiir Informatik



— " — WWU

MUNSTER

Inhalte

1. Kiinstliche Intelligenz & Agenten
Agentenabstraktion, Rationalitat

Aufgabenumgebung

2. Episodische PGMs

Gerichtetes Modell: Bayes Netze (BNs)
Ungerichtete Modelle

3. Exakte Inferenz in episodischen PGMs
Wahrscheinlichkeits- und Zustandsanfragen

Direkt auf den Modellen, mittels Hilfsstrukturen

4. Approximative Inferenz in episodischen
PGMs

e Wahrscheinlichkeitsanfragen
* Deterministische, stochastische Algorithmen

Episodische PGMs

5. Lernalgorithmen fiir episodische PGMs

e Bei (nicht) vollstandigen Daten, (un)bekannter
Struktur

6. Sequentielle PGMs und Inferenz
* Dynamische BNs, Hidden-Markov-Modelle

filtering / prediction / hindsight Anfragen,
wahrscheinlichste Zustandssequenz

Exakter, approximativer Algorithmus
7. Entscheidungstheoretische PGMs
Praferenzen, Nutzenprinzip

PGMs mit Entscheidungs- und Nutzenknoten
* Berechnung der besten Aktion (Aktionssequenz)

8. Abschlussbetrachtungen

Tanya Braun



wwu Kl & Agenten

Einordnung der Vorlesung: Modell- und nutzenbasierter Agent

* Nachfolgende Themen der Vorlesung - Sensoren <
2. Episodische PGMs ™~
3. Exakte Inferenz in episodischen (

PGMs
4. Approximative Inferenz in C ;
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5. Lernalgorithmen fir episodische :
PGMs ( ) >
6. Sequentielle PGMs und Inferenz |
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!

Aktuatoren

Tanya Braun



Episodische PGMs

Literaturhinweise

Inhalte dieses Themenblocks werden in den folgenden
Kapiteln der Vorlesungsblicher behandelt

* AIMA(de)
e (Kap. 13: Grundlagen Wahrscheinlichkeitstheorie)
* Kap. 14.1-2: Bayes Netze

 PGM: Ausschnitte der folgenden Abschnitte

* (Kap. 2.1: Grundlagen Wahrscheinlichkeitstheorie) AT
réon e PROBABILISTIC GRAPHICAL MODELS
* Kap. 3.1-3.3: Bayes Netze E—

e Kap.4.2,4.3,4.4.1.1., 4.5: Ungerichtete Modelle

Die PGM-Abschnitte beinhalten Beispiele und Beweise, die nicht in die Folien eingeflossen sind.
 Wer also noch ein weiteres Beispiel sehen oder tiefer in die Beweise einsteigen mochte, sei

auf diese Abschnitte verwiesen (inkl. 4.1: Beispiel)

Tanya Braun
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Uberblick: 2. Episodische PGMs

A. Probabilistische Modellierung
e Zufallsvariablen, vollstandige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung, Speicherkomplexitat
* |Inferenzaufgaben, Komplexitat
B. Gerichtete Modelle: Bayes Netze (BNs)
e (Bedingte) Unabhangigkeiten, Faktorisierung
e Syntax, Semantik, graphische Darstellung, Speicherkomplexitat
C. Ungerichtete Modelle: Faktormodelle
e Syntax, Semantik, graphische Darstellungen und deren Unterschiede, Speicherkomplexitat
 Umwandlung von BNs zu Faktormodellen und deren graphischen Darstellungen
D. Unabhdngigkeiten in PGMs
* Lokale, globale und paarweise Unabhangigkeiten
 Aquivalenzbedingungen von Faktormodellen und BNs
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Beispielszenario

* Spielzeug-Beispiel: Grippe-Epidemie, gekennzeichnet durch

* Epidemie herrscht (oder nicht) = Epid

 Man reist durch die Gegend (oder nicht) = Travel

* Man ist krank (oder nicht) — Sick
false false false 0.20
false false true 0.24
false true false 0.28
false true true 0.08

true false false 0.05

true false true 0.06

* Wahrscheinlichkeiten fir die unterschiedlichen moglichen
Kombinationen, z.B.

* Es gibt keine Epidemie, man ist nicht krank und man reist nicht: 0.20
e Es gibt keine Epidemie, man ist krank und man reist nicht: 0.24

Beispiel dient der lllustration — Es halt keiner genaueren Prufung stand!
* Ins Besondere werden wir im Laufe der Vorlesung einige Annahmen

liber dieses Szenario machen, welche in der realen Welt nicht true true false 0.07

zwangsweise unter Berucksichtigung aller Faktoren halten mussen. true true true 0.02

Tanya Braun 6
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Beispielszenario

 Wird im Laufe der Vorlesung weiter ausgebaut

e Ziel: Umsetzung eines nutzenbasierten Agenten
* Entwicklung Uber die Zeit: Epidemie-Verhaltenvont —1zut

* Entscheidungen zu Aktionen: Mobilitat einschranken — Restrict Epid Travel Sick P

« Nutzenfunktion: Ergebnis in Util false false false 0.20
* Ausblick auf Vorlesung zu entscheidungstheoretischen temporalen PGMs: |false false true 0.24
false true false 0.28

false true true 0.08
true false false 0.05

true false true 0.06

Restrict,_4

true true false 0.07

true true true 0.02
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Zufallsvariablen

e Beschreibung eines Szenarios mittels einer Menge von Zufallsvariablen

* R={Ry,..,R,}}
* In graphischen Modellen haufig als Ellipsen dargestellt

e Beispiel
{Epid, Travel, Sick}

 Mogliche Werte, die eine Zufallsvariable annehmen kann = Domane
o Val(R) = {vq, ..., U}

 Wenn |Val(R)| = 2, dann Boolesche Domaéne Not?ti(_mb:l T —
. Gefgepen eine Menge R oder Sequenz R: Kreuzprodukt der Domanen & ch:;: :r;fa:ga;geignro -
* Beispiel: . _ * Menge: fett gesetzt
Val(Epld) = Val(Travel) = Val(Sick) = {true, false} R={R, ... R} r={r, .., 1}
Val(Epid, Travel) * Sequenz: kalligraphisch gesetzt

= {(true, true), (true, false), (false, true), (false, false)} R =Ry, R, 7 = (1, ., 7))

Tanya Braun
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Events

e Einen bestimmten Wert einer Zufallsvariable beobachten bzw.

einer Zufallsvariable einen bestimmten Wert zuweisen =
Event
e R=r

« r € Val(R)
e Kurzschrift: r anstatt R = r, wenn R durch Kontext klar

* Wenn Val(R) Boolesch, r fir R = true und —r fir R = false
* Beispiel Epid = true  Epid = false

epid —epid

* Einer Menge von Zufallsvariablen R jeweils einen Wert der
jeweiligen Domane zuweisen = zusammengesetztes Event

* {R =7}rer

Episodische PGMs

Tanya Braun
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Vollstandige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung

* Welt w = zusammengesetztes Event fur R, i.e., r

* Beispiel:
epid, ~travel, — sick

* Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten dieser Welt angeben
* Beispiel |false false false 0.20
P(epid, -travel, —sick) = 0.05 ‘v\__\/_/ false false true 0.24
* Vollstdndige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung Pg = false true false 0.28
P(R) uber alle (1) moglichen Welten false true true 0.08
« Eigentlich eine Funktion Py : Val(R) » Rmit Y!_, P(w;) = 1 true false false 0.05
* wj:zusammengesetztes Event fur R true false true 0.06
* Auch bekannt als multivariate Verteilung, engl. full joint (probability true true false 0.07
distribution) true true true 0.02

Tanya Braun 10
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Speicherkomplexitat

* Gegeben eine vollstandige gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung Pp Gber alle (1) moglichen Welten
einer Menge von Zufallsvariablen R

+ Speicherkomplexitat: 0"

. T—maX|Val(R)| false false false 0.20
RER false false true 0.24

* n=|R| false true false 0.28
* Herleitung false true true 0.08
‘ ‘IVal(R)I < ‘ ‘ maleal(R)l _ ‘ ‘7‘ _ TlRl A true false false 0.05

true false true 0.06

| RER | RER RER

true true false 0.07

Genaue Gréle Exponentiell in n! true true true 0.02
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Nebenbemerkung: Bernoulli-Verteilung

e Diskrete Boolesche Zufallsvariable R
e Val(R) = {true, false} = {1,0}
* Wahrscheinlichkeitsverteilung Pp
* PR(R=1)=p,R(R=0)=1-p
e Als Bernoulli-Verteilung mit Parameter

p=Pr(R=1):
P(R=1|p)
_Ip"@—-p)t™"  fallsr € {0,1}
0 sonst.

e Auch Null-Eins-Verteilung genannt
* Auch notiert als R~Ber(p)

Episodische PGMs

* Beispiel:
* Epid mit einer Verteilung: |faise 0.8
true 0.2

e P(Epid=1)=02=0p
e Bernoulli-Verteilung:

P(Epid = r|0.2)
_)0.270.8'"" fallsr € {0,1}
0 sonst.

.+ P(R=00.2) =0.2°0.81°=1-0.8' = 0.8
- P(R=1/0.2) =0.210.81"1 =021 -1 =0.2

Tanya Braun
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e MUNSTER Episodische PGMs
Nebenbemerkung: Multinomial-Verteilung bein = 1
* Diskrete Zufallsvariable R mit m * Beispiel
Auspragungen, i.e., Val(R) = {ry, ..., n} * R = Topic mitm = 4: sport 0.4
« Wahrscheinlichkeitsverteilung Pg * Mégliche Themen (Topics) ceon 0.2
« 1 = m-dimensionaler Vektor mit Eintragen eines Dokuments - lzv gi
aus Pp * Propic Auftretenswahrscheinlichkeit
* Wert r; kodiert als One-hot-Vektor v Uber = (0.4,0.3,0.2,0.1)
Val(R) mit 1 an Position von r; und 0 sonst  Topic = law — v = (0,0,1,0)
. Verteilur}g;l e P(w|m) =0.4°-0.3°.0.21-0.1°=0.2
v; - * Beim = 2:
P(v|m) = 4 L_l[ni e i S TR L v = 5 * Bernoulli-Verteilung mitmy = p
0 sonst. e P(v|m) = nflngz =nl(1—m)t"
* Auch notiert als R~Mul() e Firv=(0,1)undv = (1,0),i.e, 7 € {0,1}

Tanya Braun 13
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Inferenzaufgaben

* Anfragenbeantwortungsproblem
* Berechne die Antwort auf eine Anfrage gegeben einer vollstandigen gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsverteilung Pp
* Anfragen zu einer marginalen (bedingten) Wahrscheinlichkeit (-sverteilung)
* Anfragetypen:
* Marginale Wahrscheinlichkeit von Events
* Marginale Wahrscheinlichkeitsverteilung von Zufallsvariablen

 Marginale Wahrscheinlichkeit von Events Events (Evidenz / Beobachtungen)
 Marginale Wahrscheinlichkeit von Zufallsvariablen Events (Evidenz / Beobachtungen)

* Nachste Folien
e Syntax von Anfragen

e LOsen einer Instanz es Anfragebeantwortungsproblems
* Vorschau: Eliminiere alle Nicht-Anfrage-Variablen

Tanya Braun 14
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Marginalanfragen

* Anfrage zu einer marginale Wahrscheinlichkeit (-sverteilung) an

Pp Gber Zufallsvariablen R

.+ P(S)
+ rv(S) SR
* rv(.): Ausdruck, der sich auf die Zufallsvariablen der Eingabe bezieht false false false 0.20
* S: Menge von false false true 0.24
» Zufallsvariablen (Anfrage zu Verteilung) oder false true false 0.28
e Events (Anfrage zur Wahrscheinlichkeit) false true true 0.08
e /.B, true false false 0.05
P(epid) true false true 0.06
P(Epid' Travel) true true false 0.07
true true true 0.02

Tanya Braun 15
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Beantworten von Marginalanfragen

* Gegeben eine Anfrage P(S) an Pg Uber Zufallsvariablen R

* Eliminiere alle Nicht-Anfragevariablen U = R \ rv(S)

e Eliminieren = Aussummieren P I Sick P
* GegebenRy,...,R,, € U: - ——

false false false 0.20

P(S) = z Z Pe(Ry = vy, ., Ry, = v, 5)
false false true 0.24

vleVal(Rl) vaVal(Rm)

* Fir jede Wertekombination s von S, summiere die Wahrscheinlichkeiten tGber false true false 0.28
alle Wertekombinationen u von U auf, auf die s U u abbilden false true true 0.08
» Beispiel: P(Epid, Travel),U = {Sick} true false false 0.05
P(Epid, Travel) = 2 Pr(Epid, Travel, Sick = v) true false true 0.06
veVal(Sick) true true false 0.07
true true true 0.02

Tanya Braun 16



— " — WWU

Beantworten von Marginalanfragen

MUNSTER

veVal(Sick)

Evid Travel Sick P
false false false 0.20

false false true 0.24

false true false 0.28

alse true  true 0.08 |7
true false false 0.05

true__false true 0.06 |7

true true false 0.07

true true true 0.02

P(Epid, Travel) = z P(Epid, Travel, Sick = v)

Epid Travel P

false false 0.44

false true 0.36

true false 0.11

true true 0.09

Episodische PGMs

Tanya Braun
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Beantworten von Marginalanfragen

* Gegeben eine Anfrage P(S) an Pg Uber Zufallsvariablen R

* Eliminiere alle Nicht-Anfragevariablen U = R \ rv(S)

e Eliminieren = Aussummieren P I Sick P
* GegebenRy,...,R,, € U: - ——

false false false 0.20

P(S) = Z 2 Pa(Ry = vy, ., Ry, = v, )
false false true 0.24

v1€Val(R1) vaVal(Rm)

* Fir jede Wertekombination s von S, summiere die Wahrscheinlichkeiten tGber false true false 0.28
alle Wertekombinationen u von U auf, auf die s U u abbilden false true true 0.08
e Wenn S aus besteht, dann berucksichtige nur die Falle, in denen die true false false 0.05
« Beispiel: P( ), U = {Travel, Sick} true false true 0.06
P(epid) = Z Z P(epid, Travel = v,, Sick = v.) true true false 0.07
vi€Val(Travel) vseVal(Sick) true true true 0.02

Tanya Braun 18
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Beantworten von Marginalanfragen

2 ) P

P(

Epid Travel Sick P

false

veeVal(Travel) vgeVal(Sick)

false

false 0.20

false

false

true 0.24

false

true

false 0.28

alse

true
false

true 0.08
false 0.05

false true 0.06
true false 0.07
true true 0.02

Epid Travel P

false 0.11

true 0.09

>+

,Travel = v, Sick = vy)

0.20

Episodische PGMs

Tanya Braun
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Episodische PGMs

Bedingte Anfragen

- Anfrage fiir eine bedingte (auch: konditionale) marginale

Wahrscheinlichkeit (-sverteilung) an Pp

« P(S|T)
 1v(S) € R, rv(T) S R
e SNT =0 false false false 0.20
 S:Zufallsvariablen oder Events (wie vorher) false false true 0.24
o T: Zufallsvariablen oder Events (Wahrnehmungen / false true false 0.28
Beobachtungen, genannt Evidenz) false true true 0.08
* Verallgemeinerung der marginalen Anfrage: true false false 0.05
Bedingte Anfrage mit T = @ true false true 0.06
* Beispiel: true true false 0.07
P(Sick|Epid)
P(Epid|SiCk) true true true 0.02

Tanya Braun 20
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Beantworten von bedingten Anfragen

* Gegeben eine Anfrage P(S | T) an Pp P(S,T)

* Definition bedingter Wahrscheinlichkeit: P(S | T) =
. P(T)
 P(T) Normalisierungskonstante PRI —
* Auch Partitionsfunktion oder Zustandssumme genannt Pt e o
false false false 0.20
false false true 0.24
false true false 0.28

false true true 0.08

. . 1 . o o
e Abkilirzende Notation: a,- oder weggelassen mit ,,oc“ anstatt ,=

* Wird zu einer leeren Anfrage bei T = @: P(.) — Alles aussummieren, ergibt
1 bei einer Wahrscheinlichkeitsverteilung als Grundlage

* Reduziert sich auf Berechnung zweier Marginalanfragen:

P(S’ T)’ P(T) true false false 0.05
 Und: Fiir P(T) missen aus P(S, T) nur noch die Variablen in § true false true 0.06
eliminiert werden true true false 0.07

— Berechnung von P(S,T) mit anschlieRender Normalisierung pro t |true true true 0.02

Tanya Braun 21
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Beantworten von bedingten Anfragen

* Gegeben eine Anfrage P(S | T) an Pp

* Eliminiere alle Nicht-Anfragevariablen U = R \ rv(S,T) und
normalisiere pro t € Val(T)

* GegebenR; ...R,, € U: Epid Travel Sick P

false false false 0.20

false false true 0.24

1
PSIT) = 5o z Z PRRy = Vi Ry = 0, ST) oo
vi1€Val(Ry) wvn€eVal(Rp)

false true true 0.08

 Beispiel: P(Sick | Epld), U = {Travel},P(T) — P(Epld) true false false 0.05

, CoN 1 _ _ _ true false true 0.06

P(Sick | Epid) = P(Epid) z BN H TRl S D D08 true true false 0.07
veeVal(Travel)

true true true 0.02

Tanya Braun 22
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Beantworten von bedingten Anfragen

* Gegeben eine Anfrage P(S | T) an Pp

* Eliminiere alle Nicht-Anfragevariablen U = R \ rv(S,T) und
normalisiere pro t € Val(T)

* GegebenR; ...R,, € U: Epid Travel Sick P

false false false 0.20

false false true 0.24

1
PSIT) = 5o z Z PRRy = V1 Ry = 0, ST) o
v1€Val(Ry) wvn€eVal(Rpm)

false true true 0.08
true false false 0.05

* Was ist, wenn T aus Events besteht?
« P(R=71r)=1unddamitP(R #71) =0 true false true 0.06
* Beispiel: P(Epid | ) true true false 0.07
* Wird Uber einen Vorgang namens behandelt true true true 0.02

Tanya Braun 23
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Beantworten von bedingten Anfragen

* Gegeben eine Anfrage P(S | T) an Pp
* Allgemeines Vorgehen:

2. Nicht-Anfragevariablen eliminieren
3. Normalisieren (momentan optional)

* Das erste ,,

“hangt davon ab, ob T Events beinhaltet

e Das zweite , optional” hangt davon ab,ob T = 0

e Spater werden wir auch mit allgemeinen Verteilungen arbeiten,

die immer im letzten Schritt normalisiert werden mussen,
um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung herzustellen

Episodische PGMs

false

false false 0.20

false

false true 0.24

false

true false 0.28

false

true true 0.08

true

false false 0.05

true

false true 0.06

true

true false 0.07

true

true true 0.02

Tanya Braun
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1. Absorption

)[ed

veeVal(Travel)
Travel Sick H Epid Travel 1 Epid Travel P

jatse juitse julse U.20 0 false false 0.24 false false 0.24
false false 0.24 | |0.24 false true 0.08 false true 0.08
false—true—false—028 o true false 0.06 true false 0.06
false true 0.08 | {0.08 true true 0.02 true true 0.02
4anni £alan £~alan N NC n
[0 B ¥ A o2 j “uwiro o j “uwero o V.UJ \v}
true false 0.06 | [0.06 Absorption mit Dimensionsreduktion:
T R R N 0 £ Selektion mit R = r und Projektion auf R\ R

- — Reduziert die Dimension der Verteilung um 1
true true 0.02 | {0.02

2.

Vorgehen:
a. Bei R # r Wahrscheinlichkeiten auf 0 setzen

b. Zeilen mit Wahrscheinlichkeit 0 fallen lassen
c. Evidenzvariable fallen lassen
e Kein Informationsverlust bei b. + c.

P(Epid, Travel = vy, )

Episodische PGMs

Tanya Braun
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MUNSTER

2. Elimination & 3. Normalisierung

P(Epid | ) & z P(Epid, Travel = vy, )

veeVal(Travel)
Epid Travel P Epid P Epid P
alse false 0.24 0.32
f f + |false 0.32—>false = 0.8
false true 0.08 0.32 + 0.08
e jeise (A + | true 0.08—> true 0.08 -
true true 0.02 0.32 + 0.08

normalisieren

Tanya Braun 26
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Episodische PGMs

Entspricht Normalisierung wirklich durch P(T) = P(sick) teilen?

Berechnung P(sick):
Epid Travel Sick

false

P

false false 0.20

false false

0.24

false true

false 0.28

false true

0.08

P(Epid |

P(sick) «

cEVal(Epid)

) &

2.

veVal(Travel)

2,

v.eVal(Travel)

true

false false 0.05

true false

0.06

true true

false 0.07

true true

0.02

P(Epid, Travel = vy, )

P(Epid = v,, Travel = vy, )

p—

Normalisierungsschritt auf der vorherigen Folie

Tanya Braun
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Multiplikation von Faktoren/Verteilungen

Absorption: Alternative Interpretation

Join () UGber die Zufallsvariablen,
Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten

1. Bei R # r Wahrscheinlichkeiten auf 0 setzen

2 Multiplikation mit einer (1,0)-Verteilung Giber R, wobei R = r auf 1 und R # r auf 0 abbildet
* Evidenzfaktor ¢,

Epid Travel Sick P [ J Epld Travel Sick
\false false false| 0.
false false false false 0.24-1=0.24
| false true false false true false 0.28-0=0
false true : : . |false true 0.08-1 =0.08
true false false 0.05 . | true false false 0.05-0=0
true false 0.06 true false 0.06-1 =0.06
Wahrscheinlichkeiten auf 0 true true false 0.07 true true false 0.07-0=0
setzen von vorheriger Folle true true 0.02 true true 0.02-1=0.02

Tanya Braun 28
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Absorption: Alternative Interpretation

2. Zeilen mit Wahrscheinlichkeit 0 fallen lassen

, _ } 2 Aussummieren der Evidenzvariable
3. Evidenzvariable fallen lassen

Epid Travel Sick P Epid Travel P

false false false 0.20 > + [false false 0.24
false false 0.24 | [0.24
folse e 005 a O s > + |false true 0.08
e e oo [0l | = |false true 0.08 | |0.08
‘ ’truc a e 07 ,l 5
|‘ .',”‘,',, A"_r“",, e 1 ().l;2—~ ".O‘l)‘z “ true falSe falSe 0.05 > + tT‘ue false 0.06
| = true false 0.06 | [0.06
Zeilen mit 0 und Spalte mit e Gie  jelse G > + | true true 0.02
Evidenz fallenlassen true true 0.02 | |0.02

Tanya Braun 29
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Absorption: Alternative Interpretation

Absorption:
1. Bei R # r Wahrscheinlichkeiten auf 0 setzef” g 2 Multiplikation mit (1,0)-Verteilung (¢,)

2. Zeilen mit Wahrscheinlichkeit O fallen lassen
3. Evidenzvariable fallen lassen

P(Epid | ) « z P(Epid, Travel = vy, )

veeVal(Travel)

P(Epid | ) x z P(Epid, Travel = vy, )P (Sick = vg)

veeVal(Travel)

Tanya Braun 30
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Laufzeitkomplexitat

1
P(SlT)zﬁ z Z P(Ry = vy, ..., Ry = v, 8, T)

v,€Val(Ry) wvu€Val(R,,)

* Worst-case: Leere Anfrage P(.) Epid Travel Sick P

* |R| = m = n Zufallsvariablen zu eliminieren durch Summe Gber Val(R) |false false false 0.20
false false true 0.24

false true false 0.28

 Laufzeitkomplexitat: O (r™)
* r = max|Val(R)|

RER false true true 0.08
* n=|R| true false false 0.05
* Herleitung gleich zur Platzkomplexitat true false true 0.06

true true false 0.07

true true true 0.02

Tanya Braun 31
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Schwere des Problems

* Anfragebeantwortungsproblem als Entscheidungsproblem:

* Gegeben eine vollstandige gemeinsame Verteilung Pg Uber Zufallsvariablen R, eine
Zufallsvariable R € R, und eine Belegung r € Val(R), entscheide ob P(R = 1) > 0 ist

e [Beweis durch Reduktion auf 3-SAT-Problem]
* Anfragebeantwortungsproblem

* Gegeben eine vollstandige gemeinsame Verteilung Pg Uber Zufallsvariablen R, eine
Zufallsvariable R € R, und eine Belegung r € Val(R), berechne P(R =)

 #P: Klasse von Problemen tber ,Wie viele Losungen erfiillen bestimmte Anforderungen?“

* [Totale Wahrscheinlichkeit von Graph-Instanziierungen, die konsistent mit R = r sind, i.e., gewichtetes
Abzdhlen von Instanziierungen, mit der Wahrscheinlichkeit der Instanziierung als Gewicht]
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Zwischenzusammenfassung

e Zufallsvariablen, Events, Wahrscheinlichkeiten
* \ollstandige gemeinsame Verteilung
« Uber eine Menge von Zufallsvariablen
e Speicherkomplexitat
* Inferenzaufgabe
* Anfragebeantwortungsproblem
* Anfragen fir marginale (bedingte) Wahrscheinlichkeit (-sverteilung)
* Vorgehen: Evidenz absorbieren, Nicht-Anfragevariablen eliminieren, normalisieren
* QOperationen:
e Absorption als Selektion und Projektion
* Produkt von Faktoren / Verteilungen als Join mit Multiplikation
* Eliminieren / Aussummieren als Summe Uber die Werte der zu eliminierenden Zufallsvariable
e Laufzeitkomplexitat exponentiell in Anzahl der Variablen,
e Schwere des Problems: NP bzw. #P-vollstandig

Episodische PGMs

Tanya Braun
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Uberblick: 2. Episodische PGMs

A. Probabilistische Modellierung
e Zufallsvariablen, vollstandige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung, Speicherkomplexitat
* |Inferenzaufgaben, Komplexitat
B. Gerichtete Modelle: Bayes Netze (BNs)
e (Bedingte) Unabhangigkeiten, Faktorisierung
e Syntax, Semantik, graphische Darstellung, Speicherkomplexitat
C. Ungerichtete Modelle: Faktormodelle
* Syntax, Semantik, graphische Darstellungen und deren Unterschiede, Speicherkomplexitat
 Umwandlung von BNs zu Faktormodellen und deren graphischen Darstellungen
D. Unabhdngigkeiten in PGMs
* Lokale, globale und paarweise Unabhangigkeiten
 Aquivalenzbedingungen von Faktormodellen und BNs

Tanya Braun 34
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Problem: r"* = Kombinatorische Explosion!

Man.war Man.virus Nat.flood Nat.fire Treat.eve.m,; Treat.eve.m, Epid Travel.eve Sick.eve P
false false false false false false false false false  0.025
false false false false false false false false true 0.009
false false false false false false false true false  0.012
false false false false false false false true true 0.005
false false false false false false true false false  0.017
false false false false false false true false true 0.028
false false false false false false true true false  0.003
false false false false false false true true true 0.001
false false false false false true false false false  0.025
false false false false false true false false true 0.009
false false false false false true false true false  0.012
false false false false false true false true true 0.005

NnN17

Episodische PGMs

Tanya Braun
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(Bedingte) Unabhangigkeiten als Losung?

* Unabhangigkeit ACHTUNG: Bedingte Unabhangigkeiten
* |dee: Zwei Events beeinflussen sich nicht gegenseitig erwecken manchmal den Eindruck einer
* Wissen Uber das eine Event beeinflusst nicht die 3rsac.he(;erkunhg—Bez-l.eEFnf, werl]chz HIEEE
Wahrscheinlichkeit, dass das andere Event eintritt N5 G e .tatsac Ich vorhanden il
o . ) ) ) . irf Das muss aber nicht so sein!
Beispiel: Ausgange zweier unterschiedlicher Munzwirfe s Stichwort Korrelation vs. Kausalitat
* Bedingte Unabhangigkeit — Vorwartszeiger:
* |dee: Zwei Events sind nicht unabhingig voneinander... Lo U EpispeiEe (e

* Wissen Uber das eine Event verandert die Wahrscheinlichkeit, dass das andere Event eintritt
e ...aber haben einen gemeinsamen Einflussfaktor zwischen ihnen

 Wenn der bekannt ist, dann hat das Wissen Uber das eine Event keinen Einfluss mehr auf die Wahrscheinlichkeit
des anderen Event, da alles Wissenswerte bereits durch den Faktor dazwischen bekannt ist

* Beispiel: Sonnenbrillenverkaufszahlen und Hautkrebsvorkommen
e Einflussfaktor dazwischen: warmes Klima mit viel Sonnenschein

Tanya Braun 36
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(Bedingte) Unabhangigkeiten als Losung?
* Unabhangigkeit

* Formale Definition: Mengen von Zufallsvariablen R, R, sind unabhangig voneinander, wenn gilt:
P(R1;R2) — P(R1) : P(Rz)
* Notation: R; L R,

* Bedingte Unabhangigkeit

* Formale Definition: Mengen von Zufallsvariablen R, R, sind bedingt unabhangig voneinander
gegeben eine Menge von Zufallsvariablen R’, wenn gilt:
P(R,R,|R) =P(R, |R")-P(R, | R
* Notation:R; L R, | R’

* Unabhangigkeit fallt unter bedingte Unabhangigkeit mit leeremR": R " =@ =R; L R, = R; L R, | R’
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(Bedingte) Unabhangigkeiten als Losung?

* Unabhiangigkeit: P(R{,R,) = P(R,) - P(R,)

e Beispiel: Gilt Travel L Sick?
 P(Travel,Sick) £ P(Travel) - P(Sick) — Hier nur der true, true Fall:

« P(travel,sick) = 0.1 Epid Travel Sick P

* P(travel) = 0.45 false false false 0.20
* P(sick) =04 false false true 0.24
 P(travel) - P(sick) = 0.45-0.4 = 0.18 # 0.1 false true false 0.28

false true true 0.08
true false false 0.05

true false true 0.06

* Bedingte Unabhangigkeit: P(R{,R,|R") = P(R{|R") - P(R,|R")
* Beispiel: Gilt Travel L Sick | Epid?
 P(Travel,Sick|Epid) £ P(Travel|Epid) - P(Sick|Epid)

true true false 0.07

true true true 0.02
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(Bedingte) Unabhangigkeiten als Losung?

e Gilt nun?
o P(Travel,Sick|Epid) = P(Travel|Epid) - P(Sick|Epid)

false false false false false false false Epid Travel Sick P
false false true false true false true false false false
false true false true false true false f alse f alse true
false true true true  true true true

false true false
true false false

true false true false true true

true true false true false false
true true true true false true
e Wie hilft uns das? true true false

true true true

Tanya Braun 39
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(Bedingte) Unabhangigkeiten als Losung?

* |dee: Zerlege die vollstandige gemeinsame Verteilung in ihre
Bestandteile gemald Unabhangigkeiten

* Beispiel:

P(Epid, Travel, Sick) = P(Epid) - P(Travel|Epid) - P(Sick|Epid)

Zugegeben: Bringt bei drei

false false false false false false false false Zufallsvariablen nicht viel
false false true true false true false true * 2+ 4+ 4 Eintrage anstatt
false true false true false true false & el o .
Da Wahrscheinlichkeiten
false true true true true true true auf 1 addieren:
t l [ intrd
rue false false P(epid) Epid P(travel|Epid) W Epid P(sick|Epid) ; ;’ Zt o L Buitige esien
true false true Intrage genug
false false : :
true  true false - ..., aber bei steigender Zahl
e il an Variablen schon
true true true

Tanya Braun

40



—— WWUu Episodische PGMs
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(Bedingte) Unabhangigkeiten als Losung?

* |dee: Zerlege die vollstandige gemeinsame Verteilung in ihre

Bestandteile gemald Unabhangigkeiten
* Fur die Anfragenbeantwortung nutzbar

* Intuition:
* Aussummieren von Nicht-Anfragevariablen aus einem Produkt

* Es gilt das Distributivgesetz — Faktoren aus der inneren Summe soweit wie
moglich nach vorn ziehen (ausklammern)

e Aussummieren aus (kleineren) Teilprodukten

e Grundidee der (erster Algorithmus in )
* Beispiel: Z P(Epid, Travel,Sick = s) = Z P(Epid) - P(Travel|Epid) - P(Sick = s|Epid)
seVal(Sick) seVal(Sick)

= P(Epid) - P(Travel|Epid) - z P(Sick = s|Epid)
seVal(Sick)

Tanya Braun 41
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Graphische Reprasentation der Zerlegung

* Explizite Reprasentation der Zerlegung von Pr durch

probabilistisches graphisches Modell (PGM)

e Zufallsvariablen als Knoten

* Kanten kodieren bedingte
Unabhéngigkeiten R; L R,|R’

* R’ als Elternknoten von R4, R,
* Pro Knoten: P(R|Pa(R))

* AKA conditional probability
distribution/table (CPD/CPT)

* Pa(R) = @: a-priori Verteilung
* Pr = [Igreg P(R|Pa(R))
—Bayes Netz (BN)

Epid P

false

true

Epid Travel P

false false

Epid Sick P

false false

false true

false true

true false

true false

true true

true true

Episodische PGMs

false false false
false false

false true
false

true

true
false

true

true
false false

false

true

true
false

true

true

true

true true

Tanya Braun
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Bayes Netze (BN)

* Bayes Netz B: Gerichteter, azyklischer Graph B = (V,E)

» Jedes v € V ist gelabelt mit einer CPD P(v|Pa(v))
. false 0.8
e Semantik i
e Jedes v € I/ steht fur eine Zufallsvariable R € R @

* Lesart 1: B kodiert die lokalen Unabhangigkeiten

* Fir jede Zufallsvariable R € R : (R 1 NdeSC(R)|Pa(R)) @ @

* Ndesc(R): alle Nicht-Nachfahren von R, i.e., R \ Desc(R)

e Lesart 2: B reprasentiert die vollstandige gemeinsame Verteilung

false false 0.75 | |false false 0.85

PB = P(R) = HP(R'Pa(R)) false true 0.25 | |false true 0.15

RER true false 0.6 true false 0.75

* Multiplikation von (bedingten) Wahrscheinlichkeitsverteilungen true true 0.4 true true 0.25

ergibt wieder eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
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Speicherkomplexitat

Gegeben ein Bayes Netz B Uber Zufallsvariablen R

Epid P

false 0.8
true 0.2

+ n=|R|
* m = max|Pa(R . < @
RERl (R)] \\—\;1/
¢ 1 = maleal(R)l @ @
Gr('jfitm('jgliche CPD
- Herleitun

E : E : max Pa(R +1 E : [ [ 0.75 [ Ise 0.85
|Val(R)||Pa(R)|+1 < ],naxlval(R)l |Pa(R)| rm —pn.pm false false false false

RER RER RER false true 0.25 | |false true 0.15
€ € €

e Nicht mehr exponentiell in n, sondern in Anzahl Elternknoten m | #¢_Jfalse 06 ||true false 0.75
 Annahme: m <K n,sodassO(n-r™) <« 0(r™)

Speicherkomplexitat: O(n - r'™)

true true 0.4 true true 0.25
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Beispiele Graphstrukturen

* Polytree BN mit m = max|Pa(R)|+1=3 ¢ BNmitm = max|Pa(R)|+1=n
: RER RER

=

Vs ist nochmal ein Polytree

33554432.00 33554432.00
1048576.00 1048576.00
32768.00 32768.00
1024.00 1024.00
3200 _=—— 32.00
1.00 1.00

1 3 5 7 9 11131517 19 1 3 5 7 91113151719

‘ n steigend n steigend
BN Full joint BN Full joint
O(n-22%)vs.0(2™) mitr = 2 O(n-2") vs.0(2™) mitr = 2
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Anwendung von BNs: Naive Bayes Klassifizierer

- . Wenn in einem Modell bestimmte Zufallsvariablen
* Klassifikation: immer mit Beobachtungen belegt werden, wie hier,

* Menge von Features Xy, ..., X, dann werden die Knoten manchmal farblich gefiillt.

* Zuweisung eines Klassennamens ¢ (Label) auf Basis der Featurewerte x4, ..., x,,

* Modellierung als BN:
* Intuition: Klasse ¢ beeinflusst die Auspragung der Featurewerte x4, ..., X,
* R={X,,..,X,, C}Menge von Zufallsvariablen
* X4, ..., Xy, beobachtbar
e ( latent (nicht beobachtbar)
* Faktorisierung: P(C, X4, ..., X;) = P(C) [I}x; P(X;|C)
* Anfrage an BN: P(C|x4, ..., x,,) — Zuweisung des Klassennamens mit hochster

Wahrscheinlichkeit, i.e., arg max P(c|x4, ..., X;,)
ceVal(C)

Tanya Braun 46
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Anwendung von BNs: Naive Bayes Klassifizierer

* Vorteile:
* Einfach
* Relativ wenige Parameter (Eintrage in den CPDs) zu lernen
* Braucht daher wenig Daten
* Vergleich dazu tiefe neuronale Netze: Brauchen sehr viele Daten

* Fruher durchaus flir medizinische Diagnostik genutzt

* Genauigkeit leidet unter starken Annahmen zur bedingten Unabhangigkeit zwischen den
Features

* |dee aber weiterhin genutzt, z.B. in der Textklassifizierung — Topic Modellierung
* Dokument einer von mehreren Kategorien (Topics/Themen = Klassenlabels) zuordnen

 Document Retrieval (DR): Gegeben eines Eingabedokuments, Dokumente gleichen Topics
ausgeben

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003.

Ta nya Braun Mehr zu Topic Modellierung auch in Box 17.E (Kap. 17) im PGM Buch. Achtung: Die Modelle dort sind subtil anders definiert.
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Topic Modellierung

* Gegeben: Dokumente, zusammengesetzt aus Worten = Korpus C
e Gesucht: Topic(-zusammensetzung) dieser Dokument (latent)

 Annahmen
e Bag-of-Words: Dokument = Menge von Worten

* Reihenfolge der Worte ignorieren

e Standard Vorverarbeitungsschritte
e Eliminierung von so genannten stop words (“and”, “the”, “a“ ...)
* So genanntes stemming: Zurlckfihrung aller Worte auf ein Grundwort / Wortstamm (“used”“ — “use”,

“running” — “run” ...)
* Es ergibt sich quasi ein Standard-Lexikon von Stammworten, aus denen sich Dokumente zusammensetzen
* Vorkommen von Worten hangt vom Topic ab

e Beispiel: ,Torwart” wird in Dokumenten mit dem Thema Sport eher vorkommen als in Dokumenten mit

dem Thema Wirtschaft

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003. 48
Tanya Braun
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Topic Modellierung mittels Naive Bayes: Vixture of Unigrams

 Weitere Annahme: Jedes Dokument hat genau ein Topic k

» Topic eigentlich nur ein Index (kein Name) e
* Pro Dokument d € C: Zufallsvariable X; bezeichnet, welches

Episodische PGMs

Wort w aus einem Lexikon D an Position i in d vorkommt ¢ @ @

e le., Val(X;) = {W}yep
e Bzw. Val(X;) = D mit D als Menge der Worter im Lexikon

X; unabhdngig von X; gegeben k:
P(X;, X;|C) = P(X;|C)P(X;|C)
Annahme: Auftreten von w unabhangig von i:
P(X;=w) =P(X; =w) B
Jedes C,4 hat die A-priori-Verteilung P(C): | BREEUBEELLILlE
P(Cd) — P(Cd’) — P(C) Mehrfachnutzung

Jedes X,4; hat die CPD P(X;|C): einer Verteilung
P(X4ilCq) = P(X4r;|Cqr) = P(X;|C)

(gleiche Multinomial-
parameter 1)

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael I. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003.
Tanya Braun
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Plate Notation

e Wiederkehrenden Strukturen in einer Plate zusammenfassen O
e Topic Modelle: Jedes Dokument ein Topic, Worte pro Dokument

* Plate: Box aus Subgraph + reprasentierte Anzahl I O
Ny

e Anstatt | teilweise Reprasentant i (im PGM Buch) oder
reprasentierte Menge I angegeben

Cd
Xai
e Reprasentiert ein propositionales BN: o
Subgraph (inkl. CPDs, ein/ausgehende Kanten) wird I mal

M

instanziiert
* Bzw. furjedesi €1 o @ : @
* Beispiel:
* M Dokumente, N; Worte im Dokument d
* Plate-Modell oben rechts, Instanziierung unten rechts @ @ @

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003. 50
Tanya Braun
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Plate Notation: Explizite Parameterdarstellung CeD

 Manchmal werden (Multinomial-) Parameter der Verteilungen

explizit in das Plate Modell eingetragen CCD @

* Beispiel: )
* M Dokumente, N; Worte im Dokument d @/

K mogliche Topics
* Multinomial-Parameter @ € [0,1]¥ fiir die A-priori-Verteilung

P(C) iiber k € Val(C): C~Mul(8) C )
* Insgesamt: Vektor der Lange K

v Jedes C4 hat die gleiche A-priori-Verteilung P(C) 0 @ @

e Multinomial-Parameter B € [0,1]" fiir die CPD P(X|C) uber das :
Lexikon D = Val(X) fur jedes k € Val(C): X~Mul(Blk]) @
* Insgesamt: Matrix der GroRe K XN

v Jedes X4; hat die gleiche CPD P(X;|C) EMEED (Kuny)

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003. 51
Tanya Braun
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Topic Modellierung:

-
* Andere Annahme: o
* Pro Dokument d € C: Zufallsvariable X; bezeichnet, welches Wort w aus @
»

einem Lexikon D an Position i in d vorkommt 1
* le, Val(X;) = {w}lyep @ ;
e Bzw. Val(X;) = D mit D als Menge der Worter im Lexikon -
* X; unabhdngig von X; gegeben k: X" _
P(X;, X;|C) = P(X;|C)P(X;|C) SN,
 Annahme: Vorkommen von w unabhangig von Position: M
PX;=w) = P(Xj =w) Pro Dokument d:
* Soweit wie beim Mixture of Unigrams
e Anderungen:
* Jedes Wort ergibt sich aus einem der Topics

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003. 52
Tanya Braun
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Topic Modellierung: @
e Andere Annahme: y
* Um eine eigene A-priori-Topic-Verteilung 8, fir jedes Dokument @D
darzustellen: Hyperparameter a C"
* Als Elternknoten auBerhalb der Plate: Ermdglicht 8, # 0,/ CdD /®
* Gibt an, wie wahrscheinlich die unterschiedlichen Verteilungen 8, sind X" _
* Verteilung tiber Verteilungen SN,
e Erlaubt zu modellieren, dass es wahrscheinlicher ist, dass M
* Pro Dokument wenige Topics mit hoher Wahrscheinlichkeit auftreten
oder
* Pro Dokument jedes Topic mit etwa gleicher Wahrscheinlichkeit
auftritt

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003. 53
Tanya Braun
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Hyperparameter o

* Eher Gleichverteilung Gber K = 10 Topics

value

Episodische PGMs

1 2 3, 4 5 1 2 8! 4 5
1.0 1.09
0.8 0.8
0.6 0.6 -
0.4+ 0.4+
O_O_TTfTThTIfTTTTTrTTTTTrrTTITTTrTTTTTTHTTTTTMTTTTT SRR AR AR AR AR R AR AR RS R ARARIIRRREARARRIIARREREARE
6 7 8 9 10 6 7 8 9 10
1.04 1.0
0.8 0.8
0.6 o 0.6
0.4+ §0.4—
e teerle Tt et e tret Tt e e Te T et Tan e Tee Trn R R R R R R R AR R RN SRR R AR AR AR AR RUIBRER R R R
11 12 13 14 15 11 12 13 14 15
0.84 0.8
0.6 0.6 1
0.4+ 0.4
0.2+ 0.2
ottt ettt e Treenelnatreeta e D Do et Do gt T taea 11 SRR R AR IR R R R R AR E R R R R RN R AR AR R AR R UIRE AR SRR RN
12345678610 12345676910 12345678910 1234567691012345678910 | A8 4t et aaiolsoasorvot lbsasbrooto ssateradn lssatersain

item

item

Tanya Braun

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003.

Darstellung: David M. Blei.
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Hyperparameter o

* Eher wenige Topics mit hoher Wahrscheinlichkeit

1 2 3 4 5 : 2 7 a 5

1.0 1.0

0.8+ 0.8

0.6+ 0.6

0.4 0.4
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g 067 © 06
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David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003.
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Was sagt das Topic Modell jetzt aus?

Te /
Topics Documents opic proportions
» assignments
gene 0.04
Cemstic o.¢1 Seeking Life’s Bare (Genetic) Necessitles
ren COLD SPRING HARBOR, NEW YORK - av e all thae tar apa
How many hoes o DRI o ) ¢ Compureon ot he
.mfl of movk at the pononw e ting nhr
Brore, ” twes et ame peseans haors with radss Un |
g ‘;-"' :.!h':.'-f“." ' n|, u-.mn N ]
o team, unie wih
| ..m - ”“. n b o [ r: !
wiiws, 2ol thot the conh | |
wancher marpad ovrwes
.:',".A. i o 1 2 3 4

' Genome Mappang and Sequenc
ng Cola Sprng Marbor, New Yo

' FOn WSy 0%
May 810 02 MMe Of the Mmemum Moo and aNcnt Denomes

Stripping down (ot

Episodische PGMs

D

 Dokument hat eigene
Verteilung Uber K Topics

* Topic reprasentiert als
Verteilung Uber Worter

 Mehr und weniger
wahrscheinliche Worte

e Charakterisierbar durch
top-Il wahrscheinlichsten

Worte

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael I. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003. 56

Tanya Braun
Darstellung: David M. Blei.
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Inferenzaufgaben rund um Topic Modelle @
* Gegeben ein Topic Modell fur ein Korpus y
* Anfrage: Gegeben ein unbekanntes Dokument, @D

welches Topic / welche Topic-Verteilung hat es?

* Exakte + approximative Anfragenbeantwortung in PGMs: @dD @

L~
* Generierung eines neuen Dokuments: Gegeben ein gewahltes Y
Topic, generiere die Worte eines neuen Dokuments Xa,i N,
 Sampling aus PGMs: M

* Gegeben ein Korpus

* Lerne ein Topic Modell:

* Gegeben: Worte in den Dokumenten (nach Vorverarbeitung),
Anzahl Topics K, Hyperparameter a

* Lerne: Topicverteilungen pro Dokument, Wortverteilungen
pro Topic (Basis-Verfahren: )

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003. 57
Tanya Braun
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Der Vollstandigkeit halber: Dokumentenmodellierung ohne Topics

: A-priori-Verteilung iber Worte in Lexikon @
* X; gibt an, ob ein Wort w; aus Lexikon D vorkommt T
* Nur Bag-of-Words Annahme; keine Topics vorgesehen X;

: ics vog G0,

fifth, an, of, futures, the, an, incorporated, a, <::::> <::::> " <::::>

a, the, inflation, most, dollars, quarter, in, is,
mass

thrift, did, eighty, said, hard, 'm, july, bullish

that, or, limited, the

Automatisch generierte Satze aus einem Unigramm-Modell
ohne Vorverarbeitung

David M. Blei, Andrew Y. Ng, and Michael |. Jordan: Latent Dirichlet Allocation. Journal of Machine Learning Research, 2003. 58
Tanya Braun
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Vor- und Nachteile einer BN-Kodierung

* Vorteil
* Weniger Eintrage als in vollstandiger gemeinsamer Wahrscheinlichkeitsverteilung Pg
* (Bedingte) Unabhangigkeiten, erforderliche CPDs direkt ersichtlich
e Faktorisierung fiir Anfragebeantwortung nutzen

 Nachteil

 BNs sind immer azyklisch = Schrankt die Ausdrucksstarke ein
* Gegenseitige Einflisse bzw. allgemeine Korrelationen nicht intuitiv darstellbar
* Alternative: Ungerichtete Modelle

e Aufgabe der expliziten Reprasentation einer Richtung der Abhangigkeiten
* Kann immer noch implizit vorhanden sein
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Zwischenzusammenfassung

* Faktorisierung: Zerlegung einer vollstandigen gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung
e Unter Ausnutzung von (bedingten) Unabhangigkeiten
* Bayes Netze
e Reprasentation einer Faktorisierung auf Basis von (bedingten) Unabhangigkeiten
* Syntax: gerichteter, azyklischer Graph mit CPDs P(R | Pa(R)) pro Knoten
e Semantik:
* Reprasentiert Pg als Produkt der CPDs: Pg = P(R) = [lrer P(R | Pa(R))
* Reprasentiert (bedingte) Unabhangigkeiten: R L Ndesc(R) | Pa(R)
* Anwendung

* Naive Bayes Klassifizierer
e Topic Modellierung: Mixture of Unigrams, Mixture of Topics
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Uberblick: 2. Episodische PGMs

A. Probabilistische Modellierung
e Zufallsvariablen, vollstandige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung, Speicherkomplexitat
* |Inferenzaufgaben, Komplexitat
B. Gerichtete Modelle: Bayes Netze (BNs)
e (Bedingte) Unabhangigkeiten, Faktorisierung
e Syntax, Semantik, graphische Darstellung, Speicherkomplexitat
C. Ungerichtete Modelle: Faktormodelle
e Syntax, Semantik, graphische Darstellungen und deren Unterschiede, Speicherkomplexitat
 Umwandlung von BNs zu Faktormodellen und deren graphischen Darstellungen
D. Unabhdngigkeiten in PGMs
* Lokale, globale und paarweise Unabhangigkeiten
 Aquivalenzbedingungen von Faktormodellen und BNs
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Ungerichtete Modelle

* Faktorisierung einer vollstandigen gemeinsamen

Wahrscheinlichkeitsverteilung Pp durch eine Menge von Faktoren

 Manchmal auch Potentialfunktionen genannt
e Zwei graphische Darstellungen solcher Faktormodelle:

» Faktorgraphen (FG): explizite Faktoren
* Markov Netze (MNs): implizite Faktoren lber die Cliguen im Graph

Bayes Netzwerk (BN)

Faktorgraph (FG)

Markov Netzwerk (MN)

false false false 0.51

Epid Travel Sick P

false false true 0.09

false true false 0.17

false true true 0.03

true false false 0.09

true false true 0.03

true true false 0.06

true true true 0.02

Vollstandige gemeinsame

Wahrscheinlichkeitsverteilung
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Faktoren

* Faktor f = ¢p(Ry, ..., Ry)
* Argumente R4, ..., Ry: Zufallsvariablen
 rv(f;) ={Ry, ..., Ry}

* Potentialfunktion ¢: Reﬁll-wertige, positive Funktion Epid Travel Sick ¢
. Bildet auf ab false false false 20

(allg. Verteilung) false false true 24
* Misst so etwas wie Korrelation, Kompatibilitat, Affinitat, Gewichtung, ... false true false 28
e Herkunft aus der Signalverarbeitung: Potential in elektrischen Feldern

e Mindestens ein Potential > 0

e Muss gelten, damit nachher die gemeinsame vollstandige true false false
Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht 0 wird

* Notieren als Tabelle, Liste, ...
* Beispiel: Faktor f = ¢ (Epid, Travel, Sick) true true false
e Abbildung gemal} Tabelle rechts true true true

false true true

8
5
true false true 6
7
2
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Faktormodell

* Gegeben eine Menge von Zufallsvariablen R = {R4, ..., R,;}

» Menge von Faktoren F = {f;},
= Faktormodell

* Faktoren f; mit Argumenten R4, ...,R;, € R
 Bzw. R := U?zll rv(f;)

* Beispiel: F = {fy, f1, f2}
R = {Epid,Travel, Sick}
* fo = ¢o(Epid)
e f1 = ¢1(Epid, Travel)
* fo = ¢2(Epid, Sick)

Faktoren sind die CPDs des BN-Beispiels

false 0.8
true 0.2

Epid Travel ¢4

false

false

0.75

false

true

0.25

true

false

0.6

true

true

0.4

Episodische PGMs

Epid Sick ¢,

false false 0.85
false true 0.15
true false 0.75

true true 0.25

Tanya Braun
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MUNSTER

Faktormodell: Eine erste graphische Darstellung

 Graphische Darstellung eines Faktormodell F = {f; {;’1 als

Faktorgraph (FG) Epid g, |
* Fir jedes R € R: Variablenknoten in FG (Ellipse) f 0
* Fir jedes f € F: Faktorknoten in FG (Box) true 0.2

Fir jedes Argument R € rv(f), f € F: Kante zwischen
Variablenknoten fur R und Faktorknoten fir f

D.h. ein FG G ist ein bipartiter Graph (V,E) mitV = RUF
Beispiel: F = {f,, f1, f>} und R = {Epid, Travel, Sick}

* Variablenknoten fur Epid, Travel, Sick

Tanya Braun

’ Faktorkno’Fen fur fO’ fl’ f2 ) ] false false 0.75 false false 0.85
* Kanten zwischen f; und Epid, Travel; zwischen f, und
. . - . false true 0.25 false true 0.15
Epid, Sick; zwischen f, und Epid l l -
* Beispiel ist eine FG-Darstellung des Beispiel-BNs true false 0.6 true false 0
true true 04 true true 0.25
65



—— WWUu Episodische PGMs
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Faktormodell: Semantik

 Semantik eines Faktormodell F = {f;}i

* Vollstandige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung Py als ;
Produkt der, Faktoren:

n
P, = qul-(Rl, R
=1

false 0.8
true 0.2

* Multiplikation von Faktoren funktioniert wie bisher

* Normalisierung notwendig, weil die f; keine false false 0.75 Jelse jfahee 048
Wahrscheinlichkeitsverteilungen sein mussen false true 0.25 false true 0.15
 Z = P(.) die leere Anfrage true false 0.6 true false 0.75

* Pr auch Gibbs Verteilung genannt true true 0.4 true true 0.25

66
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Faktormodelle: Beispiele

* Faktorgraph mit F = {f,, f1, f»} und R = {Epid, Travel, Sick} :

1
’ PF:§f1°f2'f3:PB
e Weil Faktoren CPDs sind: Z = 1 false 0.8

true 0.2

e Macht den Vorteil eines

BNs noch einmal deutlich: Epid  Travel  Sick  Pg

Normalisierungskonstante Z false  false  false 0.51

ist 1, muss also nicht false  false  true 0.09

durch eine leere Anfrage False  srme  fole 047

berechnet werden false true true  0.03
true false false 0.09 false false 0.75 false false 0.85
true false true  0.03 false true 0.25 false true 0.15
true true false 0.06 true false 0.6 true false 0.75
true true true  0.02 true true 0.4 true true 0.25
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Faktormodelle: Beispiele

* Faktor von der Faktordefinition CEpid D Epid Travel Sick ¢ |l ¢ |

* Z =100 als Summe der Potentiale f false false false 20} 1020

e Ergibt die Beispielverteilung vom Anfang, die false jalse true 24| 10.24
keine bedingten Unabhangigkeiten aufwies false true false 28| |0.28

@raveD  CSick >
* Konnte Teil eines groReren Modells sein: false true true 8 ggi
Faktormodell F = {f;};_, @ @ '
* fo = ¢o(Epid)
fi = ¢.(Epid, NatDis, Artif)
f, = ¢,(Epid, Travel, Sick)
fz = ¢5(Epid, Sick, Treat)

oe 3 1
Reprasentiert Pr = P ?=1fi

true false false

0.07
0.02

true true false

5

true false true 6( (0.06
7
2

true true true
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Faktormodell: Speicherkomplexitat

* Gegeben ein Faktormodell F = {f; f‘:’l uber R
» Speicherkomplexitat: O(n' - r™)

e m = r}qglngb(fN = I}lglgihV(fN

* r = max|Val(R)|
I?ER GroRtmoglicher Faktor
* Herleitung , A

|
Z 1_[ |[Val(R)| < Z 1_[ r}releaI%(IVal(R)l = Z 1_[ r= Z ritvidl < Z rr}lglg(lrv(f)l - Zrm —n' .prm

fEF RErv(f) fEF RErv(f) fEF RErvV(f) fEF fEF fEF
* Nicht mehr exponentiell in n = |R|, sondern in Anzahl Nachbarknoten m

* Annahme: m < n und n’ nicht exponentiell abhangig vonn, sodass O(n' - r™) <« 0O(r™)
* Realistische Szenarien: n’ < n oder in gleicher GréRenordnung

* Vergleich BN: O(7 - r™)
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Umwandlung von BNs in Faktormodelle

Basierend auf den CPDs im BN
* Gegeben ein BN B Uber R = {R4, ..., R,;} mit vollstdndiger gemeinsamer Verteilung Py
e Leeres Faktormodell F = @
* FirjedesR € R

e Wandle die CPD P(R | Pa(R)) in einen Faktor qb(R, Pa(R)) um

le., ¢(r,a) = P(r|a) furaller € Val(R) und a € Val(Pa(R))

* Flge gb(R, Pa(R)) zu F hinzu

* Gebe F zurlck

wEsgilt: P = PrmitZ = 1in Pg
**Optional: Nach Umwandlung von B in F, baue ein FG aus F
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Umwandlung von BNs in FGs

Basierend auf der Graphstruktur
* Gegebenein BN B = (Vz,Eg) UberR ={R4, ..., R,;}
Firein FG G = (V;, E)
* Vi := Vg (bzw. R; Variablenknoten)
* FlirjedesR € R
* Wandle P(R | Pa(R)) in Faktor f = qb(R, Pa(R)) um (wie auf vorheriger Folie)
e V. <« V. U{f} (Faktorknoten)
» E. <« E;U {{R,f}} (Kante von R zu f; einzige Kante, wenn Pa(R) = ()
* Firjedes R’ € Pa(R)
e Ec < E;U {{R’,f}} (Kante von Elternknoten zu f)
* Gebe G zurlick
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Faktormodelle: Beispiel Umwandlung BN in Faktormodell bzw. FG

e BN B = (VB»EB) @

false 0.8
e VVy = {Epid, Travel, Sick}

true 0.2 - id &,
* Ep = {(Epid, Travel), (Epid,Sick) (Sick> fase 0.3
* CPDs P(Epid), P(Travel|Epid), R T

P(SlelEpld) false false 0.75 | |false false 0.85
+ Faktormodell 7 = {fy fi ) i o5l e
f 0~ ¢ (Epld) true true 04 true true 0.25

e f1 = ¢(Epid, Travel)

. f, = B(Epid, Sick)

e FG G - (VG' EG) false false 0.75 false false 0.85
false true 0.25 false true 0.15

) VG - VB = {fO'flJfZ} true false 0.6 true false 0.75

* EG — {{Epld; fO}; {T’ravel, fl}; {Epldr fl}r {Sle; fZ}; {Epld; fZ}} true true 0.4 true true 0.25
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Faktormodelle: Beispiel Umwandlung BN in Faktormodell bzw. FG

* Ein Beispiel mit mehreren Elternknoten
@ ¢o(Burglary), p1(Error), ¢, (Earthquake), p3(TV), po(Nap)

¢s(Alarm, Burglary, Error, Earthquake)
Burglary Earthquake

¢d6(JohnCall, TV, Alarm)
¢7(MaryCall, Nap, Alarm)

Burglary Earthquake

P(Burglary), P(Error), P(Earthquake), P(TV), P(Nap)
P(Alarm|Burglary, Error, Earthquake)
P(JohnCall | TV, Alarm)

P(MaryCall | Nap, Alarm)

73

Tanya Braun



—— WWUu Episodische PGMs

MUNSTER

Faktormodelle: Eine zweite graphische Darstellung

* Graphische Darstellung eines Faktormodell F = {fi}?zll als

Markov Netz (MN)

* Auch Markov Random Field (MRF) genannt
* Firjedes R € R: Knoten in MN (Ellipse) . false 0.8
* Furjedes f € F: Paarweise Kanten zwischen allen Knoten rv(f) s Ny, e 02

e Zujeder Clique gehort das entsprechende f, deshalb Faktoren auch
Cliguenpotentiale genannt (clique potentials)

* Faktoren erscheinen nicht explizit im Graph

* D.h.ein MN ist ein Graph (V/,E) mitV = R

\§
* Vollstandiger Subgraph pro f bzw. rv(f) ist Clique in MN E‘}\

b2

* Beispiel: F"= {fq,fl,fz} und.R = {Epid, Travel, Sick} e T Tk o e
* Knoten fur Epid, Travel, Sick
) ’ . ’ . . . false true 0.25 false true 0.15
* Kanten zwischen Epid, Travel wegen f;; zwischen Epid, Sick wegen
fzi keine weitere Kante wegen fO true false 0.6 true false 0.75
e MN des BeispieI—BNs true true 0.4 true true 0.25
74
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Faktormodelle: Beispiele als Markov Netzwerke

 Faktor von der Faktordefinition

e / =100 als Summe der Potentiale

e Ergibt die Beispielverteilung vom Anfang, die
keine bedingte Unabhangigkeiten aufwies

e Kdnnte Teil eines groBeren Modells sein:
Faktormodell F = {f;};_,
* fo = ¢o(Epid)

fi = ¢,(Epid, NatDis, Artif)

f, = ¢,(Epid, Travel, Sick)

fz = ¢5(Epid, Sick, Treat)

oe 3 1
Reprasentiert Pr = P l'3=ofi
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Einsatz von Markov Netzen

0

* Paarweise MNs (im Gitter) R ——(Ru)—(Rus
 Faktoren pro Knoten: ¢ (R) (Einercliquen; Knotenpotentiale)
 Faktoren pro Kante: ¢ (R, R") (Zweiercliquen; Kantenpotentiale) C\ N
: : . R R
e U.a.im Bereich eingesetzt N\
* Netzwerk: Gitter = Bild
e Zufallsvariablen = Knoten = Pixel 63,3
* Faktoren = Kanten = Interaktion zwischen benachbarten Pixeln
* Potentiale als Strafe fiir Diskrepanz interpretiert (niedriger Wert besser)
e Aufgabe: Rauschunterdriickung &

e Ziel: ,Wahren“ Pixel-Wert wieder herstellen
* Knotenpotential: Bestrafung einer (hohen) Diskrepanz zwischen inferiertem und beobachtetem Pixel-Wert

e Kantenpotentiale: Bestrafung von Diskrepanz zwischen benachbarten inferierten Pixel-Werten
— Achtung: wahre Diskrepanzen bei Kanten zwischen Objekten oder Regionen

Tanya Braun 76



: Wn‘;'s\!g Episodische PGMs
Einsatz von Markov Netzen

* Aufgabe: Bildsegmentierung | building
* Knoten = Superpixel (koharente Regionen) : . > car

* Features (Farbe, Textur, Position)
extrahieren, evtl. auf Label / Cluster
abbilden (Dimensionsreduktion)

* Knotenpotentiale als Funktion der Features

e Kanten zwischen Superpixeln, die
aneinander grenzen

(a) (b) (c) (d)

* Kantenpotentiale: Bestrafung von Diskrepanz zwischen benachbarten Superpixeln gegeben Features

 Domanenwissen kodierbar: Tiger eher neben Vegetation als Wasser, Wasser unter Vegetation, Autos
auf Strallen, Himmel tGber allem

e Abbildung: (a) Original (b) Superpixel (c) Nur mit Knotenpotentialen segmentiert
(d) Mit einem paarweisen MN segmentiert

Abbildung: PGM, S. 114
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Einsatz von Markov Netzen

 MN fur Bildsegmentierung eigentlich ein conditional random field (CRF) @ @
 Kodierung einer bedingten Verteilung P(T | E) mit m Faktoren ¢;(D;)

T Menge von Zielvariablen (target)

 E Menge von beobachteten Variablen (evidence); ENT = ¢ & \[2) I5 @

e D; £ E — Keine Verteilungen nur Gber (Untermengen von) E

e Erlaubt komplexe (kontinuierliche) Features, deren Zusammenhang nur schwer zu kodieren oder nicht
verstanden ist

 Ergibt ungerichteten Graph (V,E) mitV =T U E, Ausgrauen der Variablen E (keine Knotenpotentiale)
e Semantik:

1 _
Pa B =—o/| [o@d  z>= ) Pa=tB
i=1

* Andere Normalisierung im Vergleich zur Semantik von Faktormodellen (MNs)

* Bildsegmentierung: E = Features der Superpixel, Zusammenhang von Farbe / Textur / Position komplex
— Bedingte Verteilung liber Segmentzuweisungen gegeben der Features
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Umwandlung von BNs in MNs

Basierend auf der Graphstruktur

¢ Gegeben ein BN B = (VB; EB) Uber R = {R1; seey Rn} Einen DAG moralisieren

FireinMN M = (Vy, E e Gerichtete Kanten in
. ( M M) ungerichtete Kanten

* Vy := Vg (bzw. R) umwandeln

* FlirjedesR € R Elternknoten durch

. FUrjedes R' € Pa(R) Kanten verbinden

* |Eyy <« Epy U {{R, R’}} (gerichtete Kante wird zu ungerichteter Kante)

* |Fur jedes R" € Pa(R)

e Ey < EyU {{R’, R”}} (Elternknoten werden paarweise mit einer Kante verbunden)
+* Nicht effizient aufgeschrieben, da einige Kanten doppelt hinzugefiigt werden

*»» Flgt moglicherweise mehr Kanten hinzu als im BN sind, um die Clique zur CPD P(R | Pa(R)) ZU erzeugen
+** Faktor zu einer Clique wie bisher aus der CPD P(R | Pa(R)) erzeugen
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Faktormodelle: Beispiel Umwandlung BN in MN

« BN B = (V, Ep) (Epid)

false 0.8

e VVy = {Epid, Travel, Sick} @ @ true 0.2

« Ep ={(Epid, Travel), (Epid, Sick)}

_ _ _ false 0.8
+ CPDs P(Epid), P(Travel|Epid), e 02

P(SlelEpld) false false 0.75 | |false false 0.85
e VINM = (VM' EM) false true 0.25 | |false true 0.15 @
true false 0.6 true false 0.75
¢ VM — VB

true true 0.4 true true 0.25
» Ey = {{Epid, Travel },{Epid, Sick}} @ @
* Mit den Faktoren

. f _ Qb(Epid) false false 0.75 false false 0.85
0=

o f _¢(Epid TTCerl) false true 0.25 false true 0.15
1 — )
* f, = ¢(Epid, Sick)

true false 0.6 true false 0.75

true true 0.4 true true 0.25
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Faktormodelle: Beispiel Umwandlung BN in MN

* Ein Beispiel mit mehreren Elternknoten
@ ¢o(Burglary), p,(Error), p,(Earthquake), p5(TV), p,(Nap)

Alarm, Burglary, Error, Earthquake
Burglary Earthquake b5 Sl E )

¢s(JohnCall, TV, Alarm)
¢, (MaryCall, Nap, Alarm)

Earthquake

Burglary

P(Burglary), P(Error), P(Earthquake), P(TV), P(Nap)
P(Alarm|Burglary, Error, Earthquake)
P(JohnCall | TV, Alarm)

P(MaryCall | Nap, Alarm)
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Markov Netze vs. Faktorgraphen

Beides graphische Darstellungen eines Faktormodells 5

FGs

e Explizite graphische Darstellung der Faktoren tUber Faktorknoten (Boxen) @ @

+*» Erlaubt einfaches Ablesen des Modells @

MNs ¢o 0l $1

* |Implizite graphische Darstellung der Faktoren uber vollstandige Subgraphen
(TraveD-G-CSick >

* Gegeben ein MN ohne Faktoren, Faktorisierung nicht zwangsweise eindeutig

* Maximale Clique: {Epid, Travel, Sick} — Faktorisierung: Pr = %qb(Epid, Travel, Sick)

— Faktorisierung: Pr = %qﬁo(Epid, Travel) - ¢, (Epid, Sick) - ¢, (Travel, Sick)
“* Vereinfacht die Analyse der Abhingigkeiten zwischen den Zufallsvariablen @ @
Nachstes Thema 2.D bezieht sich deshalb auf MNs

* Nicht-maximale Cliquen: {Epid, Travel}, {Epid, Sick},{Travel, Sick} ||

Tanya Braun
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Minimierung der Faktorenzahl

!/
* Gegeben ein Faktormodell F = {f;};.; mit dazugehérigem MN M = (V,E),V = rv(F)
* Anzahl n’ der Faktoren in F minimieren: Nur Faktoren fir maximale Cliquen zulassen
* Wenn eine Menge von Faktoren F' € F zu nicht-maximalen Cliquen einer maximalen Clique

Ve € Vin M existiert, i.e., rv(f) € V., dann Faktoren innerhalb der maximalen Clique
zusammenmultiplizieren, i.e., fc = [1repr f

e Nachteil: Versteckt die vorhandene Struktur
e Kann zu einer exponentiellen Erhohung des Speicherbedarfs fihren

* Beispiel: Vollstandiger Subgraph mit n Variablen (|Val(R)| = r fir
alle Variablen) als maximale Clique, Faktoren lGber Zweiercliquen
* Bendtigte Eintrage maximale Clique: r™ — exponentiell in n

n(n-1) .

2345678910

* Benétigte Eintrage Zweiercliquen: r? — quadratisch inn i EMSEEEmE), 7~ 2
. . Vollstandiger Graph

) ) —a— Vax clique Pairwise
Anzahl Kanten mit n = 6 Variablen
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Zwischenzusammenfassung

Faktormodelle

* Faktorisierung einer vollstandigen gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung durch Faktoren
e Faktor = positive, reell-wertige Funktion
* Nachteil: Normalisierungskonstante nicht mehr 1

Graphische Darstellung durch FGs oder MNs
* FGs mit expliziten Faktoren

 MNs mit impliziten Faktoren Gber Cliquen
* Nicht eindeutig, aber einfacher zu analysieren bzgl. Unabhangigkeiten

Umwandlung BN in Faktormodell: CPD als Faktor
e Graphisch: von BN in FG — pro CPD ein Faktorknoten; von BN zu MN — BN moralisieren
Beispiel: Einsatz von MNs in der Bildverarbeitung
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Uberblick: 2. Episodische PGMs

A. Probabilistische Modellierung
e Zufallsvariablen, vollstandige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung, Speicherkomplexitat
* |Inferenzaufgaben, Komplexitat
B. Gerichtete Modelle: Bayes Netze (BNs)
e (Bedingte) Unabhangigkeiten, Faktorisierung
e Syntax, Semantik, graphische Darstellung, Speicherkomplexitat
C. Ungerichtete Modelle: Faktormodelle
e Syntax, Semantik, graphische Darstellungen und deren Unterschiede, Speicherkomplexitat
 Umwandlung von BNs zu Faktormodellen und deren graphischen Darstellungen
D. Unabhdngigkeiten in PGMs
* Lokale, globale und paarweise Unabhangigkeiten
« Aquivalenzbedingungen von Faktormodellen und BNs
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Episodische PGMs
Bedingte Unabhangigkeiten in Faktormodellen

|
* BNs kodieren bedingte Unabhangigkeiten

e lesart 1 (Lokale Unabhangigkeiten): Jedes R ist

|
. payes Netze (BN)

Apiaecin POAR

Alischer Graph B (v.E) “ l\
| s Netz B Gerichteter, aTVXH op PlviPalv)) A |
\ > Boye Vst gelabelt mit einer LFL |
.o . . | o Jedes vt Fpid ‘
unabhdngig von Nicht-Nachfahren gegeben Eltern | .wwme  mmmercn
* Dann nur noch abhangig von Nachfahren (Kinder, it 1, B wdert S
Kindeskinder, ...)

* Beispiel: Travel unabhangig von Nichtnachfahre
Sick gegeben Elternknoten Epid

Intuition

* Einflusse ,flieRen” entlang der Pfade im MN

* Einflusse werden geblockt, wenn wir Knoten auf
den Pfaden mit Beobachtungen belegen

 Bzw. allgemeiner: auf diese Knoten konditionieren

Tanya Braun

geblockt

&

86



—  — wwu

—— VUNSTER Episodische PGMs

Formale Betrachtung von bedingten Unabhangigkeiten in Faktormodellen

* Gegeben ein Faktormodell F mit MN (V, E) Uber Zufallsvariablen R

* Lokale Unabhangigkeiten in F:

Jedes R € R ist unabhangig von allen anderen Zufallsvariablen gegeben seine
Nachbarschaft, i.e.,

{(RLR'"|Nb(R))|R€RAR =R\ {R}\ Nb(R)}
 Nachbarschaft blockiert samtliche Pfade zu Nicht-Nachbarn

* Nachbarschaft auch Markov Blanket (seltener: Markov Decke) genannt: MB(R) = Nb(R)

* Analoge Definition von lokaler Unabhangigkeit: Jedes R € R ist unabhangig von allen anderen
Zufallsvariablen gegeben sein Markov Blanket, i.e.,

{(RLR'|MB(R))|R€RAR =R\ {R}\ MB(R)}
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—— VUNSTER Episodische PGMs

Formale Betrachtung von bedingten Unabhangigkeiten in Faktormodellen

* Gegeben ein Faktormodell F mit MN (V, E) Uber Zufallsvariablen R

e Paarweise Unabhangigkeiten in F:
Jedes Paar von Nicht-Nachbarn R;, R; € R ist unabhangig gegeben alle anderen
Zufallsvariablen, i.e.,

{(Ri LR;|R") |R;,R; € RA{R, R} € EAR =R\ {R;,R;}}
« Wenn man auf alle verbleibenden Zufallsvariablen konditioniert, missen samtliche Pfade

zwischen zwei Zufallsvariablen, die nicht benachbart sind, blockiert sein
* Schwachere Aussage als die zu lokalen Unabhangigkeiten . ,

.
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—— VUNSTER Episodische PGMs

Formale Betrachtung von bedingten Unabhangigkeiten in Faktormodellen

* Gegeben ein MN (V, E) fur ein Faktormodell F Gber Zufallsvariablen R
* Gegeben eine Menge S € R

Aktiver Pfad
* EinPfad R{— ... —R; in (V, E) ist aktiv gegeben S, wenn keins der R;,i € {1, ..., k} in §ist
e Formal:vVie{l,..,k}:R; ¢S
* D.h., ein Pfad ist inaktiv gegeben S, wenn mindestens ein R; in Sist,i.e., 3i € {1,...,k}: R; €S
Separation (Trennung; manchmal auch m-Separation genannt, m von Markov)

* Eine Menge S separiert zwei Mengen T, U in (V/, E), wenn es keinen aktiven Pfad zwischen
jeder Variable T € T und jeder Variable U € U gegeben S gibt, notiert als sep(T; U | §)
e S auch Separator genannt
e D.h., alle Pfade zwischen den Variablen in T, U mussen inaktiv sein gegeben §
* Auf jedem Pfad zwischen T, U muss es ein R; geben, was in S liegt
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MUNSTER

Formale Betrachtung von bedingten Unabhangigkeiten in Faktormodellen

* Globale Unabhangigkeiten, die in (V, E) gelten:
(T LU|S)|sep(T;U|S)}
* Beweis: Gegeben sep(T; U | S),gilt (T LU | S)?
 Initak TUUUS =R
* Da S ein Separator zwischen T und U ist, gibt es keine direkten Kanten zwischen T und U
* Damitist jede Clique in (V/, E) (also jeder Faktor aus F) entweder in T U S oder in U U § enthalten
* Mit Fr die Menge an Faktoren, deren Cliquenin T U § liegen, und Fy die verbleibenden Faktoren

=] [r=7]]r []r=7ras- sws

fEF fEFT fE€Fy
* Da Faktoren in Fy keine Zufallsvariablen aus U und Faktoren in Fy keine Zufallsvariablen aus T enthalten, lasst
sich das Faktorprodukt aufteilen und zu jeweils einem Faktor Gber T U $ und U U § zusammenfassen
 Mit der Faktorisierung f(T,S) - g(U,S) gilt (T L U | S) (Bayes Theorem, Definition bedingte

Unabhangigkeit)
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Formale Betrachtung von bedingten Unabhangigkeiten in Faktormodellen

* Globale Unabhéangigkeiten, die in (V, E) gelten:
{(TLU|S)|sep(T;U|S)}
* Beweis: Gegeben sep(T; U | S),gilt (T LU | S)?
* Allgemein:TUUUSCRmitV=R\(TUUUS)

* V lasstsich in zwei Mengen V1, V, aufteilen, so dass S Separator zwischen T UV, und U U V, ist
* Danach gilt die obige Argumentation:
Mit Fr die Menge an Faktoren, deren Cliquen in T U V{ U S liegen, und Fy die verbleibenden Faktoren

=y [r=5] 17 []r=3r@ve® 9@v.s

fEF fEFT fE€Fy
* Mit Dekompositionsregel bedingter Unabhéangigkeiten, (A L B,C | D) = (A L B| D), gilt dann
(T L U|S) mit dem gleichen Argument wie bei der initialen Betrachtung

* Monoton: falls sep(T; U | S) gilt, dann gilt auch sep(T; U | S") furS' 2 S
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Beispiel: Unabhangigkeiten in Faktormodellen

* Paarweise Unabhangigkeiten: Paarweise: (R; L R; | R"),R" = R\ {R;, R,
* NatDis 1 Travel | {Artif, Epid, Treat, Sick} Lokal: (R L R | MB(R)),R" = R\ MB(R) \ {R}
« NatDis mit Artif austauschbar Global: {(T L U |S) | sep(T; U | S)}
* Travel mit Treat, Sick austauschbar
* Treat 1 Travel | {NatDis, Artif, Epid, Sick}
* Epid hat keine Nichtnachbarn

e Lokale Unabhangigkeiten
* NatDis 1 {Travel,Treat,Sick} | {Artif, Epid}
 NatDis mit Artif austauschbar
* Treat 1L {NatDis, Artif,Travel} | {Epid, Sick}
 Treat mit Travel austauschbar
* Sick 1 {NatDis, Artif} | {Epid, Travel, Treat}
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MUNSTER

Beispiel: Unabhangigkeiten in Faktormodellen

* Globale Unabhdngigkeiten: Paarweise: (R; LR; | R'),R" = R\ {R;, R;}
« Paarweise und lokale Unabhangigkeiten lassen Lokal: (R L R" | MB(R)),R' = R\ MB(R) \ {R}
sichauf {(T LU |S) |sep(T;U|S)}abbilden Global: {(T LU |S) | sep(T;U | $)}
* {NatDis,Artif} L {Travel ,Treat,Sick} | Epid
* Dekomposition: Untermengen von {NatDis, Artif}

bzw. {Travel , Treat, Sick} moéglich @ @
* Monoton = Menge rechts vom | erweiterbar
 Menge der ,reprasentativen” Unabhangigkeiten, aus

denen wir alle anderen Unabhangigkeiten ableiten

kbnnen: @

 {NatDis, Artif} L {Travel ,Treat, Sick} | Epid
 Treat 1 Travel | {Epid, Sick}

Unabhangigkeit gegeben Epid vereinfacht die

paarweise Unabhangigkeit

Tanya Braun Treat 1L Travel | {NatDis, Artif, Epid, Sick} %3
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Fortsetzung: Unabhangigkeiten in BNs

* BNs kodieren lokale Unabhangigkeiten

* Fir jede Zufallsvariable R € R : (R 1 Ndesc(R) | Pa(R))
false 0.8
VS.

true 0.2
* MNs kodieren lokale Unabhangigkeiten V

* Fur jede Zufallsvariable R € R : (R 1L R Nb(R)) \\_—\_//

Epid Travel P Epid Sick P

e Einflisse laufen auch entlang der Kanten, aber was ist anders? false false 0.75 | |false false 0.85
false true 0.25 | |false true 0.15
true false 0.6 true false 0.75
true true 04 true true 0.25

Tanya Braun 94



— — WWU Episodische PGMs

MUNSTER

Einfluss von Zufallsvariablen in BNs

* Direkte Verbindung: direkter Einfluss * Gegeben durch lokale Unabhangigkeiten
* Indirekte Verbindung: Fallunterscheidung * Fall a-c: R beinflusst § via T, aber nur wenn
a. Indirekter kausaler Effekt T nicht beobachtet

 Fall d: Wenn T nicht beobachtet, sind R und

b. Indirekter Evidenzeffekt .
S unabhangig

c. Gemeinsame Ursache

_}
Gememsamer Effekt = v-Struktur e Wert z muss durch R oder S zustande kommen

e Aussagen gelten auch in groBeren Netzen
mit mehr Knoten auf Pfad zwischen R, S

* Fall d: weder 7" noch Nachfahre beobachtet
Aussagen uber BNs analog zu Faktormodellen bezogen
auf paarweise, lokale und globale Unabhangigkeiten

mussen deshalb v-Strukturen miteinbeziehen.
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Zuruck zu den bisherigen Unabhangigkeiten in BNs

* BNs kodieren lokale Unabhangigkeiten

Episodische PGMs

* Fir jede Zufallsvariable R € R : (R 1 Ndesc(R) | Pa(R))

VS.

false 0.8

true 0.2

* MNs kodieren lokale Unabhangigkeiten V

* Fur jede Zufallsvariable R € R : (R 1L R Nb(R)) \\_—\_//

Epid Travel P Epid Sick P

 Wenn Eltern und Kinder als Nachbarn von R gegeben waren, false false 0.75

false false 0.85

werden weitere Elternknoten der Kindsknoten abhangig von R |false true 025

false true 0.15

true false 0.6

true false 0.75

true true 0.4

true true 0.25

Tanya Braun
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Formale Betrachtung von bedingten Unabhangigkeiten in BNs

* Gegeben ein BN B Uber Zufallsvariablen R

e Markov Blanket in BNs: Fangt alle v-Strukturen ab
Eltern, Kinder und alle weiteren Eltern der Kinder, i.e.,

MB(R) = Pa(R) U Ch(R) U U Pa(R) \ {R}
R’eCh(R)
* Lokale Unabhangigkeiten in B analog zu einem MN:

Jedes R € R ist unabhangig von allen anderen Zufallsvariablen gegeben sein Markov
Blanket, i.e.,

{(RLR |MB(R))|RERAR =R\ {R}\ MB(R)}
 Markov Blanket blockiert samtliche Pfade, inklusive v-Strukturen
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Episodische PGMs

Veranschaulichung der lokalen Unabhangigkeiten in BNs und MNs

 Markov Blanket einer Zufallsvariable R
* in einem Faktormodell:
* Menge der direkten Nachbarn N; von R im MN
* in einem BN:
* Vereinigung der Mengen
* Eltern Q, von R
* Kinder S; von R
* Eltern T;; der Kinder §S;, die nicht R sind Separatoren
* R bedingt unabhangig von allen anderen Zufallsvariablen
im Modell gegeben sein Markov Blanket als Separator

* Vorherige Definition lokaler Unabhangigkeit in BNs:
Gegeben die Eltern als Separatoren: Alle Nicht-Nachfahren

} Nachbarn
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Formale Betrachtung von bedingten Unabhangigkeiten in BNs

* Gegeben ein BN B Uber Zufallsvariablen R

e Paarweise Unabhangigkeiten in B:

* In der Literatur werden fiir BNs normalerweise keine paarweise Unabhangigkeiten betrachtet

* Paarweise Unabhangigkeiten in MN: Jedes Paar von Nicht-Nachbarn R;, R; € R ist unabhangig
gegeben alle anderen Zufallsvariablen, i.e.,

{(Ri LRj|R")|Ry,R; € RA{R, R} € EAR =R\ {R; R}
* Kann so nicht definiert werden, da bei gemeinsamen Nachfahren R;, R; abhangig werden, da der
Nachfahre in R" zwangslaufig vorkommt

* Man konnte eine Aussage zu Nicht-Nachbarn treffen, wenn man
* nur Zufallsvariablen R;, R]- betrachtet, die keine gemeinsamen Nachfahren haben

* die gemeinsamen Nachfahren aus R’ ausschlief3t
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Formale Betrachtung von bedingten Unabhangigkeiten in BNs

Gegeben disjunkte Mengen S, T, U von Zufallsvariablen in B
Aktive Verbindung zwischen zwei Zufallsvariablen T, U durch v-Strukturen ein
e Verbindung: ungerichteter Pfad zwischen T, U

* Verbindung zwischen zwei Zufallsvariablen T, U ist aktiv gegeben §, wenn

* Falls wir eine v-Struktur R;_4 = R; < R;,4 auf der Verbindung haben, dann ist R; oder ein Nachfahre
von R; in §

Fangt Abhangigkeiten

* Kein weiterer Knoten auf der Verbindung ist in §
Gerichtete Separation (directed separation, d-separation)

e T und U sind d-separiert gegeben S, wenn es keine aktive Verbindung zwischen jeder Variable
T € T und jeder Variable U € U gegeben § gibt, notiert als d—sep(T; U | S)

Globale Unabhangigkeiten, die in B bzw. Py gelten*
{(TLU|S) |d—sep(T;U|S)}

*Ohne Beweis
Tanya Braun Fir Interessierte: Abschnitt 4.5.1 im PGM Buch 100
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Beispiele: Unabhangigkeiten in BNs

MB(Burgl
* Lokale Unabhangigkeiten ( “lrg ary)

 Burglary 1 {TV,]JohnCall, Nap, MaryCall} | '{Alarm, Error, E arthquake}‘
* Burglary austauschbar mit Error, Earthquake
TV 1 {Burglary, Error, Earthquake, Nap, MaryCall} | {JohnCall, Alarm}

e TV zusammen mit JohnCall austauschbar mit Nap zusammen mit MaryCall

* JohnCall 1 {Burglary, Error, Earthquake, Nap, MaryCall} | {TV, Alarm}
* JohnCall zusammen mit TV austauschbar mit MaryCall zusammen mit Nap

Episodische PGMs

* Zu Alarm gibt es keine lokalen Unabhangigkeiten _Error >

« MB(Alarm) beinhaltet alle anderen Knoten

* Eltern: Burglary, Error, Earthquake
* Kinder: JohnCall, MaryCall
* Weitere Eltern von Kindern: TV, Nap

Earthquake

Tanya Braun

101



— — wwu K . Vel

MUNSTER

von R nS

~ Kno[cﬂ av n
. Kein weiterer _ on sepOfO(lO R '
Gerichtete Separation (directiOf = venn es keine aktive V
e

Beispiele: Unabhangigkeiten in BNs

* Globale Unabhangigkeiten

* Lokale Unabhéangigkeiten lassen sichauf {(T L U |S) | d—sep(T;U | §)} abbilden

» Beispiel: Burglary L {TV,]JohnCall, Nap, MaryCall} | {Alarm, Error, Earthquake}
T ={Burglary},U = {TV,]JohnCall, Nap, MaryCall}, S = {Alarm, Error, Earthquake}
* Pfad von Burglary nach JohnCall bzw. MaryCall inaktiv, da durch Alarm geblockt

N
* Pfad von Burglary nach TV bzw. Nap inaktiv, da durch Alarm geblockt . . \—\/—/

* {Burglary, Error, Earthquake} 1L {TV,JohnCall, Nap, MaryCall} | Alarm
* Untermengen von {Burglary, Error, Earthquake} bzw. @

{TV,JohnCall, Nap, MaryCall} moglich

Nur nicht einer der anderen Mengen hinzufligen

 Liste nicht erschopfend
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Formale Betrachtung von Unabhangigkeiten

* Verhaltnis zwischen den Unabhangigkeiten:
e Paarweise: (Rl- LR;| R’),R’ =R\ {Ri,R-} in MNs
» Lokal: (R L R"| MB(R)),R’ = R\ MB(R) \ {R}
e Global: {(T LU |S) |sep(T;U|S)}bzw.{(T LU |S)|d—sep(T;U|S)}
% Aquivalent in strikt positiven Verteilungen

e Strikt positiv: P(w) > 0 fir alle w € Val(R)
* Andernfalls kdnnte eine bedingte Wahrscheinlichkeit nicht definiert sein, weil der Teiler 0 ist

* Paarweise, lokale und globale Unabhangigkeiten werden auch als paarweise, lokale und
globale Markov Eigentschaft bezeichnet, die eine Verteilung erfillt (oder eben nicht)
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Episodische PGMs
Formale Betrachtung von Unabhangigkeiten X — |
 Hammersley-Clifford Theorem

» P erfillt eine der Markov Eigenschaften (und damit alle) in .
Bezug auf einen ungerichteten Graphen genau dann, wenn P
uber die Cliquen des Graphen faktorisiert werden kann |

« Wenn P eine Markov Eigenschaft erfiillt, dann ldsst sich P Gber die |
Cliquen faktorisieren
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Abbildung: Screenshot der ersten Seite des Manuskripts von Hammersley und Clifford
Referenz: John Hammersley and Peter Clifford: Markov Fields on Finite Graphs and Lattices. Unpublished, 1971.
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Von Verteilung zu Faktorisierung Giber Unabhangigkeiten

Gegeben eine vollstandige gemeinsame * Gegeben eine vollstandige gemeinsame
Verteilung Pp Uber Zufallsvariablen R Verteilung Pp Uber Zufallsvariablen R

Gegeben einen maximalen Grad d

 Mit leerem Graphen starten

* Mit vollstandigem Graphen starten * Minimales Markov Blanket fiir jedes R
e Nach und nach Kanten |éschen: finden, Kanten zwischen R und MB(R)
* FindeeinU,sodassgiltR; L R; |U hinzufligen

e |U| maximal d

) In der Praxis meistens erstmal nur Daten gegeben
* Suche beschranken

» Statt Uber Pp zu gehen, versucht man gleich eine
* Dann |6sche Kante zwischen R;, R; Faktorisierung zu lernen, um die kombinatorische

Explosion in Pp zu vermeiden
— Thema 5: Lernalgorithmen in episodischen PGMs

Fir Interessierte:
Tanya Braun Nahere Infos im PGM-Buch, Abschnitt 4.3.3 fir MNs und Abschnitt 3.4 fir BNs 105
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Wiederbetrachtung: Umwandlung von BNs

Episodische PGMs
 Konsequenzen der Umwandlung

Burglary Earthquake

* |n der graphischen Darstellung: keine Kantenrichtungen

* In der CPDs/Faktoren: Verstecken der bedmgten
Wahrschelnllchkelt im Faktor

— — WO
——

. umwandlung von BNs In MIS

= (Vg.E
| + Gegebenen gN B = (Vg.E8

Il FutemMNM (Ve Ene)

Tanya Braun
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Wiederbetrachtung: Umwandlung von BNs

* Globale Unabhangigkeiten im BN, aber nicht im MN _Error >
* Unabhangigkeit von Burglary, Error, Earthquake,

wenn Alarm, JohnCall, MaryCall nicht gegeben sind

e Unabhangigkeit von Alarm, TV, wenn JohnCall nicht
gegeben ist, bzw. von Alarm, Nap, wenn MaryCall
nicht gegeben ist
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Wiederbetrachtung: Umwandlung von BNs

* Unabhangigkeiten gehen verloren, wenn beim

Episodische PGMs

Moralisieren eines BNs Kanten hinzugefiigt werden

* BN B = (V,E) ist ein moraler Graph, wenn alle
Elternpaare eines Kindes durch eine Kante
verbunden sind

* Formal: fur jedes R;, R; € V mit R;, R; € Pa(R;) fur ein
R, € Vgilt: (R,R;) €EEV (R;,R;) €EE

 Dann werden beim Moralisieren keine Kanten
hinzugefligt

 Wenn ein BN B = (V, E) ein moraler Graph ist, dann
existiert ein Faktormodell F mit einem MN (V,E"),
so dass die Unabhangigkeiten gleich sind

Tanya Braun
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Die andere Richtung: Umwandlung von MNs in BNs

* Informell: Gegeben einer Knotenreihenfolge 0 »
nach und nach Knoten in ein BN einfligen und ’

Kanten hinzufigen, wann immer im MN eine e a e’e

Abhangigkeit zwischen den schon einfligten

Knoten herrscht Q e Q'le
* Beispiel: A,B,C,D,E,F . | '
* A hinzufiigen \"\//v V e e

* B hinzufligen, B abhangig von A in MN — Kante

* ( hinzufliigen, C abhangig von A in MN — Kante
e Aber C auch abhangig von B durch E, F, D — Kante
D abhangig von B, aber durch F, E auch von C

Umwandlung von MNs in BNs fligt in der Regel
wesentlich mehr Kanten ins BN ein und fuhrt

damit zum Verlust von Unabhangigkeiten wie
E abhangig von C, aber durch F auch von D beim Moralisieren von BNs

F abhangigvon D, E

Tanya Braun 109



—— WWUu Episodische PGMs

MUNSTER

Umwandlung von MNs in BNs

* Umwandlung nennt sich Triangulierung des MNs 0 0
* Alle Zyklen sind in Dreiecke partitioniert ’
* Ergebnis ist immer ein chordaler Graph e a e e
* Chordal bzw. trianguliert: Alle Zyklen mit mindestens ’
vier Knoten haben eine Sehne Q e
e Sehne: Kante, die nicht Teil des Zyklus ist aber zwei Knoten ’

des Zyklus verbindet a °

e Auch hier: alle Zyklen sind in Dreiecke partitioniert

* Wenn ein MN chordal ist, dann gibt es ein BN mit '
den gleichen Abhangigkeiten

Es gilt sogar: MN und BN stellen die gleichen Abhangigkeiten

dar genau dann, wenn der ungerichtete Graph chordal ist
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Umwandlung von MNs in BNs @ Cartif >

e Beispiel: Chordales MN

e Ergebnisse bei einer Auswahl an unterschiedlichen Reihenfolgen (Tread

* Reihenfolge nicht ganz beliebig, da auch mehr Kanten maoglich;
dann Unabhangigkeit verloren:

T

N,AE,S, Tl Tt N,AE, TLS, Tt N,AE, TLTt,S E,N,A S TLTt S, TL,Tt,E,N,A
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Umwandlung von Faktoren

« Unwandlung von chordalen MNs in BNs gegeben einer ~ (Natpi——Cartif ) (Natpi——Cartif )
Reihenfolge der Knoten recht einfach ' '
* Dann sind die Unabhangigkeiten gleich
* Anzahl an CPDs kann allerdings zunehmen: @Z@ (Travel) | (Treat)
* Beispiel: Im Faktormodell sind es vier Faktoren der GroRen
Qaepiy - Cartif>

2,8,8,8 fur fo, f1, f2, f3
* Das BN schreibt die sechs CPDs P(E), P(N | E), P(A| N, E),
P(S|E),P(TL|E,S), P(Tt|E,S) vor mit GréRen 2,4,8,4,8,8

 Wenn Boolesch, dann tatsachlich nur 1,2,4,2,4,4
e CPDs erhalten, indem man die entsprechenden Anfragen
ans Faktormodell stellt —
* Anfragen: P(E),P(N |E),P(A|N,E),P(S|E),P(TL|E,S),
P(Tt|E,S)
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—— WWUu Episodische PGMs

MUNSTER

Zwischenzusammenfassung

Paarweise, lokale und globale Unabhangigkeiten bzw. Markov Eigenschaften
« Aquivalent in strikt positiven Verteilungen

v-Strukturen in BNs

* Bewirken, dass das Markov Blanket anders definitiert werden muss

* Bewirken, dass Unabhangigkeiten verloren gehen kénnen, wenn man ein BN in ein Faktormodell
umwandelt

Hammersley-Clifford Theorem: Eine Faktorisierung gibt es genau dann, wenn eine der Markov
Eigenschaften gilt

Kurz: Von Verteilungen zu Faktorisierung mit Hilfe von Unabhangigkeiten

Umwandlung von MNs in BNs mittels Triangulierung — Ergebnis ein chordales BN
Aquivalente Kodierung von Unabhingigkeiten zwischen BNs und MNs

* Wenn keine Kanten bei der Umwandlung hinzugefligt werden

* BN ein moraler Graph, dann MN mit gleichen Abhangigkeiten

* Ungerichtete Graph ein chordaler Graph, dann kodieren BN und MN die gleichen Abhangigkeiten
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—— VUNSTER Episodische PGMs

Uberblick: 2. Episodische PGMs

A. Probabilistische Modellierung
e Zufallsvariablen, vollstandige gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung, Speicherkomplexitat
* |Inferenzaufgaben, Komplexitat
B. Gerichtete Modelle: Bayes Netze (BNs)
e (Bedingte) Unabhangigkeiten, Faktorisierung
e Syntax, Semantik, graphische Darstellung, Speicherkomplexitat
C. Ungerichtete Modelle: Faktormodelle
* Syntax, Semantik, graphische Darstellungen und deren Unterschiede, Speicherkomplexitat
 Umwandlung von BNs zu Faktormodellen und deren graphischen Darstellungen
D. Unabhdngigkeiten in PGMs
* Lokale, globale und paarweise Unabhangigkeiten
 Aquivalenzbedingungen von Faktormodellen und BNs
— Exakte Inferenz in episodischen PGMs
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Einordnung der Vorlesung: Modell- und nutzenbasierter Agent

* Nachfolgende Themen der Vorlesung = __cemmmmmmmee | - Sensoren <
2. Episodische PGMs Zustand b
3. Exakte Inferenz in episodischen C etot aussiont
PGMs
4. Approximative Inferenz in C
episodischen PGMs

5. Lernalgorithmen fir episodische

PGMs ( )

6. Sequentielle PGMs und Inferenz |
7. Entscheidungstheoretische PGMs

v

Aktuatoren
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