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Algorithmen-Entwurfsmuster

Beispielproblemklasse: Optimierungsprobleme
- Beladungsprobleme

- Anordnungsprobleme

. Planungsprobleme

Naiver Ansatz (Brute-Force) ist fast immer kombinatorisch
oder die optimale Losung wird nicht gefunden
(Unvollstandigkeit)

Entwurfsziel: Vermeidung von Kombinatorik
unter Beibehaltung der Vollstandigkeit
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Uberblick

- Dynamische Programmierung

— Name historisch begriindet (sollte gut klingen, kein
Bezug zum heutigen Begriff der Programmierung)

— Bellmans Optimalitatsprinzip

— Fragestellung: Wie kénnen Problemlésungen aus
Losungen fur Teilprobleme hergeleitet werden, so dass
Vollstandigkeit erreicht wird

. Gierige Algorithmen (Greedy Algorithms)

— Verfolgung nur des augenscheinlich
aktuell gunstigsten Wegs zum Ziel

— Fragestellung:
Wann sind gierige Algorithmen vollstandig?
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Klrzeste Wege als Optimierungsproblem betrachtet

.

Start

~
2
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Bellmans Optimalitatsprinzip

Behauptung: Falls ein Weg start—goal optimal ist, muss jeder
Teilweg x—vy, der auf dem optimalen Pfad liegt, optimal sein

b a + b + cist kurzester Weg

3 C
(start) Q“ﬂ (oD b <b
b’ a+b +c<a+b+c

Beweis durch Widerspruch:
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Falls Teilweg b zwischen x und y nicht kirzester Weg,
kdnnen wir ihn durch kiirzeren Weg b’ ersetzen

Dadurch wird der Gesamtweg kuirzer und der betrachtete
Weg start—goal ist nicht optimal: Widerspruch

Also muss b der kirzeste Weg von x nach y sein

R Bellman, On the Theory of Dynamic Programming,

RS R— Proceedings of the National Academy of Sciences, 1952



Problem des kiirzesten Pfads

20
S
OfoN:C

SP(start, goal) = min <

~ dist(start, A) + SP(A, goal)
dist(start, B) + SP(B, goal)

_ dist(start, C) + SP(C, goal)
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Problem des kiirzesten Pfads

20
5

SP(start, goal) = min <

~ dist(start, A) + SP(A, goal)
dist(start, B) + SP(B, goal)

_ dist(start, C) + SP(C, goal)
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Ein spezielles Szenario flir den klrzesten Pfad

—

n G

Jeder Kante sind (verschiedene) Kosten zugeordnet. Schritte nur nach
rechts oder nach unten maglich. Ziel: Kiirzester Weg von S nach G.

S RULPT = UNIVERSITAT ZU LUBECK
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Betrachtung eines Losungsansatzes

n
Annahme: Kirzester Pfad gefunden C{ 2\
\HEEN
- Folgende Kanten kommen vor \ S
— (m, n-1) nach (m, n) Fall 1 N\
— (m-1,n) nach (m, n) Fall 2 \\ "\(
. Fall 1: - \fb_)g@

— Suche kurzesten Pfad von (0, 0) nach (m, n-1)
— Length(SP(0, 0, m, n-1)) + dist(m, n-1, m, n) ist die kirzeste Pfadlange
Fall 2:

— Suche kirzesten Pfad von (0, 0) nach (m-1, n)
— Length(SP(0, 0, m-1, n)) + dist(m-1, n, m, n) ist die kirzeste Pfadlange
Wir wissen nicht, welcher Fall eintreten wird

— Falls wir die zwei Pfade haben, kdnnen wir aber vergleichen
— Dann lasst sich der klirzeste Pfad leicht bestimmen

2 %
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Rekursiver Losungsansatz

Sei F(i, j) = length(SP(0, 0, 1, j)). => F(m, n) die Lange des SP von (0, 0) nach (m, n)

n

({ F(m-1, n) + dist(m-1, n, m, n)
N\ F(m, n) = min{

\"’\ \\ F(m, n-1) + dist(m, n-1, m, n)
\ \w l Generalisierung

_ \’?:->§ F(i-1, j) + dist(i-1, j, i, j)

F(i, j) = min {
F(i, j-1) + dist(i, j-1, 1, j)

5 "‘#’Ai\‘ E
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Vermeide Neuberechnungen

« Um den kiirzesten Pfad von
(0, 0) nach (m, n) zu finden,
bendtigen wir die kirzesten
Pfade nach (m-1, n) und (m, n-1)

« Beirekursivem Aufruf werden
Losungen immer wieder neu
berechnet

. Strateqie:

Ldse Teilprobleme in richtiger
o t Reihenfolge, so dass
n redundante Berechnungen
vermieden werden
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Prinzip der Dynamischen Programmierung

Sei F(i, j) =SP(0, 0,1, j). => F(m, n) die Lange von SP von (0, 0) nach (m, n)

n

J F(i-1,j) + dist(i-1, j, i, j)
D F(i, j) = min {

F(i, j-1) + dist(i, j-1, 1, j)

i “ \

Grenzfall: i =0 oderj=0 l

i=1T.m,j=1.n

Anzahl der Unterprobleme: m - n

Leicht zu identifizieren

Datenabhangigkeit definiert

Anordnung der Teilprobleme;

hier von links nach rechts,

von oben nach unten 13




Dynamische Programmierung: lllustration

S

F(i-1, j) + dist(i-1, j, i, j)
F(i, j) = min {
F(i, j-1) + dist(i, j-1, 1, j)
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Rickverfolgung zur Bestimmung der Lo6sung
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Klrzester Pfad hat die Lange 20
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Elemente der Dynamischen Programmierung

- Optimale Unterstrukturen

— Optimale Losungen des ursprunglichen Problems enthalt
optimale Losungen von Teilproblemen

. Uberlappung von Teilproblemen
— Einige Teilprobleme kommen in vielen L6sungen vor

— Formulierung von Losungen als Rekurrenz auf

Tei
- Speic
- Wa

l6sungen

nerung und Wiederverwendung

nle Ordnung der Teilprobleme sorgfaltig aus, so dass

jedes Teilproblem eines hoheren Problems vorher gel6st
wurde und die Losung wiederverwendet werden kann

JJJJJJJ
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Uberblick tiber betrachtete Probleme

Sequenzausrichtungsprobleme (mehrere Varianten)

— Vergleich zweier Zeichenketten auf Ahnlichkeit
. Definition von Ahnlichkeit notig
« Natzlich in vielen Anwendungen
— Vergleich von DNA-Sequenzen, Aufsatzen, Quellcode

— Beispielproblem: Longest-Common-Subsequence (LCS)

Anordnungsprobleme

Planungsprobleme (Scheduling)
« Rucksackproblem (mehrere Varianten)
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Gemeinsame Teilsequenz (Common Subsequence)

- Teilsequenz einer Zeichenkette: Zeichenkette mit 0
oder mehr ausgelassenen Zeichen

- Gemeinsame Teilsequenz von zwei Zeichenketten
— Teilsequenz von beiden Zeichenketten

. Beispiel:
- x=<ABCBDAB>y=<BDCABA>

— <B C>und <A A> sind
gemeinsame Teilsequenzen von x und y

18



Langste gemeinsame Teilsequenz

Gegeben sei ein Alphabet 2 und zwei Sequenzen x[1..m]
und y[1..n] in denen jeder Buchstabe aus 2 vorkommt.
Aufgabe: Bestimme eine langste gemeinsame Teilsequenz
(longest common subsequence, LCS)

- NB: ,eine” [angste, nicht die langste

X: A/B c‘ B\D AI\ B | BCBA-
vy B D C A B A /;S(X'y)

Funktionale Notation
(aber keine Funktion)

qqqqqq
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Brute-Force-Algorithmus?

Prufe jede Teilsequenz von x[1..m] und prufe, ob es sich
auch um eine Teilsequenz von y[1..n] handelt
Analyse:

- 2MTeilsequenzen in x vorhanden (jeder Bitvektor der
Lange m bestimmt unterschiedliche Teilsequenz)

. Dieser Algorithmus ware in ®(2™), also exponentiell

Auf dem Weg zu einer besseren Strategie:

 Ansatz der dynamischen Programmierung
— Bestimme opt. Substruktur, Uberlappende Teilprobleme

. Zunachst: Bestimmung der Lange eines LCS,
dann Bestimmung eines LCS
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Optimale Substruktur

. Falls z=LCS(x, y), dann gilt fur jeden Prafix u: uz ist ein
LCS von ux und uy

o \\\ VAR

. Teilprobleme: Finde LCS von Prafixen von x und y
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Rekursiver Ansatz

[ L ANV /L]

y i

 Fall 1: x[m]=y[n]: Es gibt einen optimalen LCS in dem x[m] mit
y[n] abgeglichen wird — Finde LCS (x[1..m-1], y[1..n-1])

. Fall 2: x[m]# y[n]: Mindestens einer ist in LCS
— Fall 2.1: x[m] nicht in LCS —  Finde LCS (x[1.m-1], y[1..n])

— Fall 2.2: y[n] nicht in LCS — . Finde LCS (x[1..m], y[1..n-1])

L

ST,

SN @
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Rekursiver Ansatz

ARNVANE

« Fall 1: x[m]:y[n] o Reduziere beide Sequenzen um 1 Zeichen
— LCS(x, y) = LCS(x[1..m-1], y[1..n-1]) || x[m]
» Fall 2: x[m] # yln] \Konkatenierung

— LCS(x, y) = LCS(x[1..m-1], y[1..n]) oder

LCS(x[1..m], y[1..n-1]), was immer langer ist

\A
Reduziere eine der Sequenzen um 1 Zeichen

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT IM FOCUS DAS LEBEN 23



Finden der Lange eines LCS

X |

[ L ANV /L]

v i

» Sei i, j] die Lange von LCS(x[1..i], y[1..j])
dann ist c[m, n] die Lange von LCS(x, y)

. Falls xm] =y[n] dann
cm, n] =clm-1,n-1]+ 1

. Falls x[m] = y[n] dann
c[m, n] = max({c[m-1, n], c[m, n-1]})

IM FOCUS DAS LEBEN 24




Generalisierung: Rekursive Formulierung

. cli-1,j-11+1 falls xIi] = yI[jl,
cli, )1 = max{cli-1, jl, cfi, j-11} sonst

S 4 3
b | W

H ‘a&“‘I\\\ S UNIVERSITAT ZU LOBECK
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Rekursiver Algorithmus fir LCS

Procedure LCS(x, vy, i, ):
if x[i] =y[]]
then i, j] .= LCS(x, y, i-1,]-1) + 1
else c[i, j] := max({ LCS(x,y,i-1,j),
LCS(x, y, i,j-1})

Schlimmster Fall: x[i] = y[ j]
dann zwei Subprobleme, jedes mit nur
einer Dekrementierung (um 1)

26



Rekursionsbaum

m=3,n=4: @
@ gleiche @
Teilprobleme

19 Ly 03) [z mn
1) (22 1) (22

Hohe = m + n = potentiell exponentieller Aufwand
mit wiederholter Losung gleicher Teilprobleme!

27



Dynamische Programmierung

- Gesamtanzahl der Teilprobleme: m - n

cli, jl = {

qqqqqq
“

cli-1,j-1]+ 1

max({cli-1, j], c[i, j-11})

0

Finde richtige Anordnung der Teilprobleme

falls x[i] = y[j],
sonst.

Pl

' Ci, j)

28



Algorithmus LCS

Function LCS-length(X, Y):

m := length(X); n :=length(Y)

c: Array [0..m, 0..n] of Integer

forifrom 1tomdoc[i0]:=0  //Sonderfall: Y[O]
forjfrom 1 tondoc[0,j]:=0 // Sonderfall: X[O]

forifrom 1tom // fur alle X[i]
forjfrom 1ton // fur alle Y[j]

if X[i] = Y[j] then
cli,jl :==cli-1,j-11+ 1
else c[i,j] .= max({c[i-1,], c[i,j-11})
return c

I IM FOCUS DAS LEBEN 29
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LCS Anwendungsbeispiel

- X=ABCB
- Y=BDCAB

Was ist der LCS von X und Y?

LCS(X, Y) =BCB
X=AB C B
Y= BDCAB

RSI
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LCS Beispiel (0)

] 0 1
i Y[j] B
0 X[1]
1 A
) B
3 C
4 B

X=ABCB; m=|X|=4
Y =BDCAB;n=[Y|=5
Alloziere Array c[5,6]

LLLLLL
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LCS Beispiel (1) ABCB
D0 | ) 5 BDCAB

i Yj] B D B

0 X[1] 0 0 0

1 Al

2 B 0

3 C 0

4 B 0

forifromT1tom ([i0]:=0

forjfrom1ton ¢[0,j]:=0

RSI
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LCS Beispiel (2) ABCB
i 0 1L 2 3 4 5 BDCAB
i Y1 (B D C A B
0 Xillo [ ol 0ol o | o | o

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

if X;=Y,then
clij] == cli-1,j-11 + 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-1]

33



LCS Beispiel (3) ABCB

ioo0 1 2 3 4 s BDCAB
i Yj)] B D C A B
0 Al g | o 0 | 0 | 0
1 Alolol o | o
2 B |,
3 C | o
4 B |

if X;=Y,then
clij] == cli-1,j-11 + 1
else c[i,j] := max( c[i-1,], cli,j-1])
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LCS Beispiel (4) ABCB

BDCAB
j 0 1 2 3 4 5
i Yj] B D C (A) B
0 X[1] Y
0 0 0 0 0
@ T
1 0 0 0 0 1
2 B 0
3 C | o
4 B 0
if X;=Y,then
clijl ==cli-1,j-11+ 1
else [i,j] := max( c[i-1,j], cli,j-11)
@3; M R— 35



LCS Beispiel (5) ABCB

0 1

Y[i] B

0| 0] 0 | 0
0

& O w@ﬁ -
—

if X;=Y,then
clij] == cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,], cli,j-1])
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LCS Beispiel (6) ABCB

BDCAB
] 0 1 2 3 4 5
i Y1 (BY D C A B
0 Xllo l ol o | o | o | o
1 Alololo o | 1|1
\‘\
E 0 1
3 C | o
4 B | o

if X;=Y,then
cli,jl .=cli-1,j-11+ 1
else c[i,j] := max( c[i-1,j], cli,j-11)
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X1
A
C
B

LCS Beispiel (7)

0

Y[j]

ABCB
BDCAB

0

¢\>.|>

= -- IS

cc()#ﬁ

—

-

if X;=Y,then

clijl := cli-1,j-11 + 1

else c[i,j] := max( c[i-1,], cli,j-1])
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LCS Beispiel (8) ABCB

CAB
0 ] 2 3 4 BD

i Yj] B D C A (B

0 0 | 0 0 0 0

] 0| 0| o 0 1 1

j
X|1]
A
2011112
C
B

if X;=Y,then
cli,jl .=cli-1,j-11+ 1
else cli,j] .= max( c[i-1,j], cli,j-11)

qqqqqq
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LCS Beispiel (9) ABCB

©o s g 5 BDCAB
i yip(B_ D) Cc A B
0 Xl o oo o] oo
1 Alol ol o o |1 |1

B

~ ) ()

&

<
[
|
v

<
[

if X;=Y,then
clijl = cli-1,-11 + 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], cli,j-11)
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LCS Beispiel (10) ABCB

i0 1 2 4 sBDCAB
i Y] B D @ A B
0 Xl o oo o] oo
1 Alol ol o o |1 |1
B

~ ) (\O)
&
—
—
»
(\®)

if X;=Y,then
cli,jl .=cli-1,j-11+ 1
else cli,j] .= max( c[i-1,j], cli,j-11)

qqqqqq
“
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LCS Beispiel (11) ABCB

A
io0 1 » 3 4 BDCAB
i Y] B D C (A B

. —
0 XAl o | o 0o | o | o
1 Alololo o | 1|1
2 Blo 1|11 ]1 |,

¥

3 0 1 1 2 Th2 T2
4 B 0

if X;=Y,then
clijl = cli-1,-11 + 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], cli,j-11)
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LCS Beispiel (12) ABCB

BDCAB

i o0 1L 2 3 4 5
i Y] (B D C A B
0 Xl ol ol o | o | o | o
1 Alololo o | 1|1
2 B ol 1111111 2
3 C o 1 1 2 2 2

\

: 0 | 1

if X;=Y,then
cli,jl :=cli-1,j-11+ 1
else c[i,j] := max( c[i-1,j], cli,j-11)

RSI
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LCS Beispiel (13) ABCB

BDCAB

P01 » 3 4 5
i vj] B D C ADB
0 XA o | o 0 | 0 | 0
1 Alolol o o | 1 |1
2 B ol 1] 1|11 ] 2
3 Clo | 1|1 |2 | 2|2

I K

4 e 0 | 171 | 2 T2

if X;=Y,then
clij] == cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,], cli,j-1])
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LCS Beispiel (14) ABCB

A
i0 1 » 3 4 5PDCAB
i Y] B D C A
0 XAl o | o 0o | o | o
1 Alolol o o | 1 |1
2 B ol 1111111 2
3 Clo | 1|1 |2 |22
4 0 | 1 1 2 2 @
if X;=Y, then

clij] == cli-1,j-11 + 1
else cli,j] .= max( c[i-1,j], cli,j-11)

45



LCS-Algorithmus: Analyse

« Der LCS-Algorithmus bestimmt die Werte des Feldes
c[m,n]

. Laufzeit?

O(m-n)

Jedes c[i,j] wird in konstanter Zeit
berechnet, und es gibt m-n Elemente
in dem Feld

IM FOCUS DAS LEBEN 46



Wie findet man den tatsachlichen LCS?

Fur c[i, j] ist bekannt wie es hergeleitet wurde:
o cli—-1,j-1]+1 falls x[i]=y[j],
cli, jl= . oL
max(c[i, j—1],c[i—1,j]) sonst

Match liegt nur vor, wenn erste Gleichung verwendet

Beginnend von c[m,n] und rickwartslaufend,
speichere x[i] wenn c[i,j] = c[i-1, J-1]+1.

2 \ 2 Zum Beispiel hier
2 | 3 clijl =cli-1,j-1] +1 = 2+1=3

RSI
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Finde LCS Zeit fur Ruckverfolgung: O(m-+n)

i 0o 1 2 3 4 5
i Yji B D C A B
0 Xilo ol o | o] o | o
1 Al g o o | o | 1 |1
2 Blo | 1e1w] 1 | 1 | 2
3 Clo | 1|1 i 2«2 y 2
4 B | o | 1 1 2 2 h
LCS (umgekehrt): B C B

iiiiiii LCS (richtig dargestellt): BCB
%ﬁ LY A kamonsssrem (ein Palind rom)



Beispiel: Restaurant-Platzierung

- Stadtet,, t,, ..., t, an der Autobahn
- Restaurants in t. hat geschatzten jahrlichen Profit p.

- Restaurants mit Mindestabstand von 10 km aufgrund von
Vorgaben

. Ziel: Maximierung des Profits — grol3er Bonus

o— ro—o—0O—0 H Fo—0—0—— 0 O
—

10 km

JJJJJJJ
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Brute-Force-Ansatz

. Jede Stadt wird entweder gewahlt oder nicht
- Testen der Bedingungen flr 2" Teilmengen

- Eliminiere Teilmengen, die Einschrankungen nicht
erfillen

- Berechne Gesamtprofit fr jede Ubrigbleibende
Teilmenge

- Wahle Teilmenge von Stadten mit grolstem Profit

RSI
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Naturlich-gierige Strategie 1

o (o0 @O o ro—e 0@ O @

« Nehme erste Stadt. Dann nachste Stadt mit
Entfernung >= 10 km

- Konnen Sie ein Beispiel angeben, bei dem nicht die
richtige (beste) Losung bestimmt wird?

100k 100k

500k
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Naturlich-gierige Strategie 2

o @o—o0 @ o o)o—e o @ o @

« Nehme Stadt mit hochstem Profit und dann die nachsten,
die nicht <10 km von der vorher gewahlten Stadt liegen

- Kodnnen Sie ein Beispiel angeben, bei dem nicht die richtige
(beste) Losung bestimmt wird?

300k 300k

500k

JJJJJJJ
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Formulierung uber dynamische Programmierung

Nehmen wir an, die optimale Losung sei gefunden

Entweder enthalt sie t, oder nicht

Fall 1: t, nicht enthalten
— Beste Losung identisch zur besten Losungvon't,, ..., t

Fall 2: t, enthalten

- Beste Losungist p, + beste Losung fur t,, ..., t;, wobei j < n der
grofSte Index ist, so dass dist(t;, t,) = 10

n-1

o—O—o0 o—o—() C}OQ
o—QO-o oOo O——oo
o—( ro—o—0O—0 o yJo—o—o0o—( oo @
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Formulierung als Rekurrenz

. Sei S(i) der Gesamtprofit der optimalen L6sung, wenn die
ersten i Stadte betrachtet, aber nicht notwendigerweise
ausgewahlt wurden

— S(n) ist die optimale Losung flir das Gesamtproblem

S(n-1)
S(n) = max {
S(j) + p, j <n&dist (t, t,) > 10, j maximal
1 Generalisiere
. S(i-1)
S(i) = max {
S(j) + p, j<i&dist(t;, t) = 10, j maximal

Anzahl der Teilprobleme: n. Grenzfall: S(0) = 0.

Abhangigkeiten: S

R N
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Beispiel

Distanz (km)
100 5 22 6 6 3 6 10 7
d
@ o—@oo— @ oo —©@ ® o
0
Profit (100k) 6 7 9 8 3 32 4 12 5
S(i) 2 ; ;-9 1% 12+12 11 26 +——26
| S(i-1) Optimal: 26
S(i) = max {
S(j) + p; j<i&dist(t, 1) =10

. Naturlich-gierig1:6 +3+4+12=25
. Naturlich-gierig 2:12+9+4 =25

[ R L T— IM FOCUS DAS LEBEN 55



Aufwandsanalyse

.« Zeit: ®(nk), wobei k die maximale Anzahl der Stadte
innerhalb von 10km nach links zu jeder Stadt ist

— Im schlimmsten Fall ®(n?)
— Kann durch Vorverarbeitung verbessert werden zu ®(n)

 Speicher: ©(n)

RSI
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Rucksackproblem

Gegeben sei eine Menge von Gegenstanden

« Jeder Gegenstand hat einen Wert und ein Gewicht
« Ziel: Maximiere Wert der Dinge im Rucksack

« Einschrankung: Rucksack hat Gewichtsgrenze

’ ? Drei Versionen:
mm . ’ 0-1-Rucksackproblem: Wahle
— mw Gegenstand oder nicht

Gestuickeltes Rucksackproblem:

w | Gegenstande sind teilbar
Unbegrenztes Rucksackproblem:
Beliebige Anzahlen verfligbar
Welches ist das leichteste Problem?
< =

[Wikipedia]
Wir beginnen mit dem 0-1-Problem

2 -

S 2
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0-1-Problem

 Rucksack hat Gewichtseinschrankung W

- Gegenstande 1, 2, ..., n (beliebig)

+ Gegenstande haben Gewichte w,, w,, ..., w,
— Gewichte sind Ganzzahlen und w, < W

+ Gegenstande haben Wertev,, v,, ..., v,

« Ziel: Finde eine Teilmenge S © {1, 2, ..., n} von

Gegenstanden,sodass >.._cw. <Wund 2. _. v,
maximal bezuglich aller moglicher Teilmengen

wc UNIVERSITAT ZU LUBECK
FUR INFORMATIONSSYSTEME



Naive Algorithmen

- Betrachte alle Untermengen S © {1, 2, ..., n}
— Optimale Losung wird gefunden, aber exponentiell

Gierig 1: Nimm jeweils den nachsten passenden
Gegenstand mit dem gro3ten Wert

— Optimale Losung wird nicht gefunden

— Wer kann ein Beispiel geben?
Gierig 2: Nehme jeweils nachsten Gegenstand mit
dem besten Wert/Gewichts-Verhaltnis

— Optimale Losung wird nicht gefunden

— Wer kann ein Beispiel geben?

RSI
GERSIZ,
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Ansatz mit dynamischer Programmierung

- Angenommen, die optimale Lésung S ist bekannt
- Fall 1: Gegenstand n ist im Rucksack
. Fall 2: Gegenstand n ist nicht im Rucksack

Wn
Gewichtsgrenze: Gewichtsgrenze:
W w
Finde optimale Losung unter Finde optimale Losung unter
Verwendung von Gegenstanden Verwendung von Gegenstanden

1,2,...,n-1 mit Gewichtsgrenze W - w/, 1,2, ...,n-1 mit Gewichtsgrenze W

RSI
GERSIZ,
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Rekursive Formulierung

Sei V[i, w] der optimale Gesamtwert wenn Gegenstande
1,2, ..., 1 betrachtet werden fir aktuelle Gewichtsgrenze w

=> V/[n, W] ist die optimale Lésung

Vin-1, W-w [+ v,
VIn, W] = max {
V[n-1, W]

l Generalisierung

V[i-1, w-w;] +v;,  Ggstigewahlt
VI[i, w] = ax {

VI[i-1, w] Ggst i nicht gewahlt
V[i-1, w] if w, >w Ggst i nicht gewahlt

Grenzfall: V[i, 0] = 0, V[0, w] = 0. Wieviele Teilprobleme?
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Beispiel

« n =06 (# der Gegenstande)

- W =10 (Gewichtsgrenze)

- Gegenstande (Gewicht und Wert):
2

AN U1 W DN
O O W W
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w 0 I 2 3 4 5 6 7 § 9 10
i w, v, 10]0]0]0]0]0]0]0]0]0]O0
I 2 2 0
2 4 3 0 - W, .
3 3 3 0 V[i-1, w-w/] V[i-1, w]
4 5 6 0 V[i, w]|
5 2 4 0
6 6 9 0

VIi-1, w-w;] + v, falls Gegenstand i verwendet
Vi, w] = max{ V[i-1, w] falls Gegenstand i nicht verwendet

@g UNIVERSITAT 2U LUBECK V[|‘1 P W] fa”S Wi > W GgSt | n|Cht Verwendet
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V[i-1, w-w,] + v, falls Gegenstand i verwendet
max{

V[i-1, w] falls Gegenstand i nicht verwendet

V[i-1, w] falls w; >w Ggst. i nicht verwendet
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Optimaler Wert: 15

Gegenstand: 6, 5, 1

Gewichte:6+2+2=10

65

Wert:9+4+2=15
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Analyse

e O(NW)

RSI
GERSIZ,

Polynomiell?

— Pseudo-polynomiell
- Laufzeit hangt vom numerischen Wert ab
« Numerische Werte von der Lange klein (log w)
- Verdopplung der Lange heildst dann aber exponentiell hohere Werte

— Funktioniert trotzdem gut, wenn W klein
Betrachte folgende Gegenstande (Gewicht, Wert):
(10, 5), (15, 6), (20, 5), (18, 6)
Gewichtsgrenze 35
— Optimale Losung: Ggst. 2, 4 (Wert = 12). Iterationen: 24 = 16 Mengen
— Dynamische Programmierung: Fulle Tabelle 4 x 35 = 140 Eintrage
Was ist das Problem?

— Viele Eintrage nicht verwendet: Gewichtskombination nicht moglich
— Brute-Force-Ansatz kann besser sein

E
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

66



Longest-Increasing-Subsequence-Problem

- Gegeben sei eine Liste von Zahlen

1253294935638
- Finde ldngste Teilsequenz, in der keine Zahl kleiner
ist als die vorige
— Beispiel: 1259
— Teilsequenz der originalen Liste
— Die Losung ist Teilsequenz der sortierten Liste

Eingabe: 25329493568

1
LCS: H l /5{4/ 1234568
Sortiert: 23345 99

. Beispiel zeigt Ruickfihrung auf bekanntes Problem mit
QQQQQQQ Vorverarbeitung der Originaleingabe in O(n log n)

N [V 'w_ ° ° °
ﬁ@gﬁ be | kI elinen Za h I enin O ( n)

67



Ereignisplanungs-Problem

» Zeit

- Eingabe: Ein Liste von Ereignissen (Intervallen) zur Berlicksichtigung
— e, hat Anfangszeit s; und Endezeit f;
— wobei gilt, dass f; < f;falls i <

- Jedes Ereignis hat einen Wert v,

« Gesucht: Plan, so dass Gesamtwert maximiert
— Nur ein Ereignis kann pro Zeitpunkt stattfinden

- Vorgehen ahnlich zur Restaurant-Platzierung

— Sortiere Ereignisse nach Endezeit
— Betrachte ob letztes Ereignis enthalten ist oder nicht

JJJJJJJ
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Ereignisplanungs-Problem

e
e 6 sg g fg
e, — e e e
S7 i7 S9 9

» Zeit

- V(i) ist der optimale Wert, der erreicht werden kann,
wenn die ersten i Ereignisse betrachtet werden

V(n-1) e nicht gewihlt

. V(n)= max{
n) V(j)+Vv, e gewashlt

j<n,jmaximalundf, <s_
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Munzwechselproblem

- Gegeben eine Menge von Munzwerten
(z.B.2,5,7,10), entscheide, ob es moglich ist,
Wechselgeld fur einen gegebenen Wert (z.B. 13)
zuruck zu geben, oder minimiere die Anzahl der
Munzen

- Version 1: Unbegrenzte Anzahl von Minzen mit
entsprechenden Werten

— Unbegrenztes Rucksackproblem

. Version 2: Verwende jeden Minztyp nur einmal
— 0-1-Rucksackproblem

RSI
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Gierige Algorithmen

. FUr einige Probleme ist dynamische Programmierung

RSI
GERSIZ,

3
d @
e =

des Guten zuviel

— Gierige Algorithmen konnen u.U. die optimale Losung
garantieren...

— ... und sind dabei effizienter

LLLLLL
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Restaurant-Problem: Uniformer Profit

- Behauptung 1: Falls A =[m,, m,, ..., m ] die optimale Losung
fur eine Menge von Stadten [t,, ..., t, ] ist
- m; <m, < ... <m,sind Indexe der gewahlten Stadte
- dannist B=[m,, m;, ..., m,] die optimale Losung fir das Teilproblem [t
..., 1,1 (t; sei erste Stadt, die mindestens 10 km rechts von t,, liegt)
- Beweis durch Widerspruch: Sei B nicht die optimale Lésung fur
das Teilproblem, was bedeutet, dass es eine bessere Losung B’
geben muss

— Dannergibt A”=m, || B eine bessere Losung als A =m, || B
=> A ist nicht optimal => Widerspruch => B ist optimal

A O—@—CO | —(C—CO ®O—0O O O QO O
m l B’ (imaginary)
J
4 O—0@—CO—+—0—C—© ®O—0O O O O O
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Folgerung aus Behauptung 1

- Falls wir die erste Stadt kennen, die gewahlt werden
muss, konnen wir das Gesamtproblem auf ein kleineres
Teilproblem reduzieren

— Ahnlich wie bei dynamischer Programmierung
— Optimale Substruktur

JJJJJJJ
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Formale Betrachtung

S

RSI
GERSIZ,

£y -

Behauptung. 2: Fur das Restaurant-Platzierungsproblem mit
uniformem Profit, gibt es eine optimale Losung mit t;

Beweis durch Widerspruch: Angenommen, durch Wahl von
t, ergibt sich keine optimale Losung.
— Sagen wir, die erste gewahlte Stadt fiir die Losung Siistt, i > 1

— Ersetze t, mit t,, dann wird die Distanzeinschrankung eingehalten
und der Gesamtprofit bleibt gleich

— Widerspruch, S’ ist auch eine Losung, Behauptung 2 qilt

O—OC—0—COC—@——0O ®O0—C—0—(OCO—@
@O

—OCO—1C——C—@——0O

O—@&—O0—@
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Folgerung aus Behauptung 2

- Wir kdnnen die erste Stadt als Teil der Losung wahlen
— Unterschied zur dynamischen Programmierung
— Entscheidungen werden sofort gefallt

- Unter Verwendung von Behauptung 1 kdnnen wir die
Strategie einfach auf das Ubrige Teilproblem anwenden

(unter Beachtung des Minc

estabstands)

- Wohlgemerkt: Die Strategie funktioniert nur bei

uniformen Profitwerten

RSI
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Gierige Restaurant-Platzierung

Procedure greedy-locate([t,,..., t,], min_dist):
select t,
d:=0
forifrom 2tondo
d:=d +dist(t;, t. ;)
if d >= min_dist then
select t,
d:=0
return selected towns

5 22 6 6 3 6 10 7
GO0 ® oO—0 O
d 0 5709 15 6 9 15 10 7
0 0 0
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Analyse

. Zeitaufwand: ®(n)

« Speicheraufwand:
— ©O(n) um die Eingabe zu speichern
— O(1) fur die gierige Auswabhl
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Ereignisauswahl-Problem (Uniformer Wert)

> ime

-« Ziel: maximiere die Anzahl der ausgewahlten Ereignisintervalle
- Setzev; =1 furalle i und I6se Problem aufwendig mit dynamischer Programmierung
- Gierige Strategie: Wahle das nachste Ereignisintervall kompatibel mit voriger Wahl
- Liefert (1, 2, 4, 6, 8) flir das obige Beispiel
- Warum funktioniert das hier?
— Behauptung 1: optimale Substruktur
— Behauptung 2: Es gibt optimale Losung, die ¢, beinhaltet

— Beweis durch Widerspruch: Nehme an, keine optimale L6sung enthalt ¢,

— Sagen wir, das erste gewahlt Ereignis ist e; => andere gewahlte Ereignisse starten, nachdem
e; endet

— Ersetzte ¢; durch ¢, ergibt eine andere optimale Losung (e; endet friher als ¢))
—  Widerspruch
- Einfache Idee: Wahle das nachste Ereignis, mit dem die maximale Zeit verbleibt

e‘qyi%”q’l
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Rucksackproblem

Gegeben sei eine Menge von Gegenstanden

« Jeder Gegenstand hat einen Wert und ein Gewicht
« Ziel: maximiere Wert der Dinge im Rucksack

« Einschrankung: Rucksack hat Gewichtsgrenze

Drei Versionen:

0-1-Rucksackproblem: Wahle
Gegenstand oder nicht

Qw Gestlickeltes Rucksackproblem:

Gegenstande sind teilbar

Unbegrenztes Rucksackproblem:

w Beliebige Anzahlen verfligbar
Welches ist das leichteste Problem?

Konnen wir das gestlickelte
Rucksackproblem mit einem

S5 gierigen Verfahren losen?
| LT R— 79




Gieriger Algorithmus fir Stlickelbares-Rucksackproblem

- Berechne Wert/Gewichts-Verhaltnis fur jeden
Gegenstand

Sortiere Gegenstande bzgl. ihres Wert/Gewichts-
Verhaltnisses

— Verwende Gegenstand mit hochstem Verhaltnis als
wertvollstes Element (most valuable item, MVI)

Iterativ:

— Falls die Gewichtsgrenze nicht durch Addieren von MVI
Uberschritten
- Wahle MVI

— Sonst wahle MVI partiell bis Gewichtsgrenze erreicht

5 S UNIVERSITAT ZU LUBECK
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Beispiel

Ggst | Gewicht | Wert | $/kg
(kg) ($)

1 2 2 T

2 4 3 0.75
3 3 3 1

4 5 6 1.2
5 2 4 2

6 6 9 1.5

JJJJJJJ
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- Gewichtsgrenze: 10
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Beispiel: Sortierung

Ggst | Gewicht | Wert | $/kg - Gewichtsgrenze: 10
(kg) ($)
5 2 4 2
- Wahle Ggst 5
6 6 9 15 _ 2kg, $4
4 5 6 1.2 - Wahle Ggst 6
1 2 2 1 - 8kg, 513
3 3 3 1 - Wahle 2 kg von Ggst 4
- 10kg, 154
2 4 3 0.75

RSI
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Warum funktioniert der gierige Ansatz?

- Behauptung: Jede optimale Losung muss soviel vom MVI
enthalten wie maglich (bis zur Gewichtsgrenze)

- Beweis durch Widerspruch: Nehmen wir an, die optimale
Losung enthalte das MVI nicht (also existieren w (w < W)
Einheiten des MVI, obwohl anderer Gegenstand gewahlt)

— Wir kdbnnen w kg eines weniger wertvollen Gegenstands durch MVI
ersetzen

— Das Gesamtgewicht bleibt gleich, aber der Wert ist hoher als beim
“optimalen” Ergebnis

— Widerspruch

ol
®
— e
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Wann funktioniert der gierige Ansatz?

1. Optimale Substruktur

2. Lokal optimale Entscheidung flihrt zur global
optimalen Losung

3. Der gierige Ansatz funktioniert

- Vergleiche aber die Bestimmung des minimalen
Spannbaums

. FUr die meisten Optimierungsprobleme gilt das nicht

RSI
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Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

- Beispiel: Wechselgeldberechnung

- Problem: Finde eine Munzkombi-
nation fur ein beliebiges Wechsel-
geld, die aus maglichst wenig
Minzen besteht

« Quasi unbegrenztes
Rucksackproblem >
durch Schaffnertasche Schaffnertasche mit Miinzmagazin

“

R
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Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

« Nimm im nachsten Schritt die grof3ste Mlinze, deren Wert
kleiner oder gleich dem noch verbleibenden Wechselgeld ist

- Beispiel:

— Munzwerte

— Wechselgeld sei 63 Cent:

1-mal 50-Cent-Stuck Rest: 13 Cent
1-mal 10-Cent-Stlick Rest: 3 Cent
1-mal 2-Cent-Stlick Rest: 1 Cent

1-mal 1-Cent-Stlck

IM FOCUS DAS LEBEN
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Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

Im Fall der Euro-Minzen ist die obige Strategie optimal

Fur die MUinzwerte 1, 5 und 11 jedoch nicht:
— Wechselgeld sei 15

— Gieriges Verfahren liefert 11 1 1 1 1

— Optimumware: 5 5 5

Damit: Manche gierige Strategien sind anfallig daftir,
ein lokales anstatt eines globalen Minimums
(bei Maximierungsproblemen: Maximums) zu ermitteln

Globales
Minimum

Minima

UNIVERSITAT ZU LUBECK
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Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

- Wie schlecht kann die Losung der gierigen Strategie werden?

— Mduinzwerte seien n,=1, n, und n; mit Bedingung n; = 2n, +1
(vorheriges Bsp.:n,=5,n;=11)

— Wechselgeld sei N = 3n, (vorheriges Bsp.: N=15)

— Fiir N, sind drei Miinzen optimal (3-mal n,)

- Greedy-Strategie

3G S UNIVERSITAT ZU LUBECK
3 227 INSTITUT FUR INFORMATIO
5

- 1-mal n, Rest: n,-1

- 0-maln, Rest: n,-1

« (n2-1)-maln,

- Insgesamt n, Miinzen

- Beliebig schlecht gegenuiber der optimalen Losung

(abhangig von den Miinzwerten)

89
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Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

.« Es geht noch schlimmer:
— Minzwerte seien 25 Cent, 10 Cent und 4 Cent
— Wechselgeld sei 41 Cent

— Losbar ist dieses mit
« T-mal 25-Cent-Stuck und
« 4-mal 4-Cent-Stlck

— Greedy-Strategie
« 1-mal25-Cent-Stlick Rest: 16 Cent
« 1-mal10-Cent-Stiick Rest: 6 Cent
« 1T-mal 4-Cent-Stlck Rest: 2 Cent
777 Keine Losung!
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Entwurfsmuster / Entwurfsverfahren

« Im Laufe der Zeit haben sich in der immensen Vielfalt
von Algorithmen nutzliche Entwurfsmuster
herauskristallisiert

« Grunde fur das Studium von Entwurfsmustern

— Verstandnis fur einzelne Algorithmen wird gesteigert,
wenn man ihr jeweiliges Grundmuster verstanden hat

— Bei der Entwicklung neuer Algorithmen kann man sich an
den Grundmustern orientieren

— Das Erkennen des zugrundeliegenden Musters hilft bei
der Komplexitatsanalyse des Algorithmus

— Warnung: Hilft nicht bei der Analyse der Komplexitat
eines Problems

RSI
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Welches Rucksackproblem ist das leichteste?

0-1-Rucksackproblem: Wahle Gegenstand oder nicht

— Schwierig

Gestuckeltes Rucksackproblem:
Gegenstande sind teilbar

— Leicht

Unbegrenztes Rucksackproblem:
Beliebige Anzahlen verfligbar

— Es kommt auf die konkrete Probleminstanz an

— Einige Instanzen sind leicht, andere schwierig

RSI
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Zusammenfassung Entwurfsmuster

- Am Anfang des Kurses behandelt:

— Ein-Schritt-Berechnung
— Verkleinerungsprinzip
— Teile und Herrsche

« Jetzt haben wir dazu noch verstanden:

— Vollstandige Suchverfahren
(z.B. Rlicksetzen, Verzweigen und Begrenzen)

— Richtige Problemformulierung

« Dynamisches Programmieren, Bellmans Optimalitatsprinzip
(Berechnung von Teilen und
deren Kombination,
Wiederverwendung
von Zwischenergebnissen)

- Gierige Suche, Optimale Substrukturen
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