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Partitionen einer Menge

e Disjunkte Teilmengen, die zusammen die
Ursprungsmenge ergeben
- T ={1,5,8,10,3,4,7} Identifizierung?
— Partitionen: T; und T,
- T=T1UT2,T10T2 =®




ldentifizierung einer Partition

e Element aus Partition als Reprasentant
- T ={1,5,8,10,3,4,7}
— T7: Reprasentant 5

- T,: Reprasentant 4
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Datenstruktur far Disjunkte Mengen

Wozu brauchen wir so eine Datenstruktur?

e Effiziente Implementierung von Graphalgorithmen
— Ermittlung minimaler Spannbaume (Kruskal)
— Ermittlung starker Zusammenhangskomponenten
(Beides kommt in dem Vorlesungsteil zu Graphen vor)

Was muss die Datenstruktur konnen?

e Testen, ob zwei Elemente zu einer Menge gehoren
e /wei Mengen vereinigen




Test: Zugehorigkeit zur selben Partition?

e Gegeben: Partitionen mit Reprasentant, zwei Elemente
— Partitionen: T;,T5, Elemente: 1 und 10, 1 und 3

e Test Uber Gleichheit der Reprasentanten
— Anforderung: schnell auf Reprasentant kommen




Vereinigung zweier Partitionen

e Gegeben: Partitionen mit Reprasentant
— Partitionen: T1,T,
e Elemente vereinigen, einen Reprasentanten behalten

— Anforderung: schnell zwei Mengen verschmelzen




Union-Find Datenstruktur

Gegeben: Menge von n Elementen.

Operationen:

e MakeSet(x): erzeugt fur x eine (Teil)menge T mit x als
Reprasentant (Initialisierung)

e Union(T,,T,): vereinigt Elemente in T, und T, zu
=T, UT,

e Find(x): gibt (eindeutigen) Reprasentanten der Teilmenge
aus, zu der x gehort

— Nimmt an, dass es einen direkten Zugriff auf x gibt




Union-Find Datenstruktur

Union(T,,T,):

’ : Reprasentant

By W
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Union-Find Datenstruktur

Find(10) liefert 4
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’ : Reprasentant
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Umsetzung als Datenstruktur

e Version 1: Liste mit Reprasentant als Listenende
— Schnell bei Union(T,, T,) (eine Liste an andere hangen) O(1)
— Langsam bei Find(x) (durchlaufen bis zum Ende) O(n)

e Version 2: Baum mit Reprasentant als Wurzel, Elemente als
Blattknoten unter Wurzel
— Schnell bei Find(x) (sofort von Blatt an Wurzel) O(1)

— Langsam bei Union(T,, T,) (fir eine Partition alle Blattknoten
und Wurzel umhangen) O(n)
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Union-Find Datenstruktur: Gerichteter Baum

|dee: Reprasentiere jede Teilmenge T als gerichteten Baum
mit Wurzel als Reprasentant

— Wald von Baumen flir ganze Menge

O @ /N
) /

Galler, Bernard A.; Fischer, Michael J., An improved equivalence
algorithm, Communications of the ACM 7 (5): 301303, 1964 12




Union-Find Datenstruktur

Realisierung der Operationen:
e Union(T,,T,):

A A— Ak

e Find(x): Suche Wurzel des Baumes, in dem sich x befindet
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Union-Find Datenstruktur

Naive Implementierung:
e Union(1,5), Union(8,5), Union(10,5), ...
e Union(1,5), Union(5,8), Union(8,10), ...

Beobachtung
e Tiefe des Baums kann bis zu n sein (bei n Elementen)

® 0006 066
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Union-Find Datenstruktur

Naive Implementierung:
e Zeit fur Find: O(n)
e Zeit fur Union: O(1)
— Annahme: T, und T, liegen durch Reprasentant vor

e Schluss?

— Tiefe des Baums berlicksichtigen

R -
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Union-Find Datenstruktur

Gewichtete Union-Operation: Mache die Wurzel des

flacheren Baums zum Kind der Wurzel des tieferen
Baums.

Beobachtung
e Unterschiedlich tiefe Baumen?

— Tiefe des neuen Baums ist gleich Tiefe des tieferen Baums
e Was ist bei gleicher Tiefe?

. . i 2
_ Tiefe nimmt um 1 zu Worst Case bei n Elementen:

® 0006 066
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Union-Find Datenstruktur

Gewichtete Union-Operation: Mache die Wurzel des flacheren
Baums zum Kind der Wurzel des tieferen Baums.

Beh.: Die Tiefe eines Baums mit n Elementen ist hochstens
O(log n)

Begrindung:

e Die Tiefe von T=T, U T, erhoht sich nur dann, wenn
Tiefe(T,)=Tiefe(T,) ist

* N(t): min. Anzahl Elemente in Baum der Tiefe t

e Esgilt N(t)=2-N(t-1) = 2' mit N(0)=1
— Beweis uber Induktion

e Alsoist N(log n)=2/°en=n
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Union-Find Datenstruktur

Gewichtete Union-Operation: Mache die Wurzel des

flacheren Baums zum Kind der Wurzel des tieferen
Baums.

Beobachtungen:
e Bei n Elementen ist die max. Tiefe eines Baums log n
e |n einem Baum der Tiefe t sind min. 2! Elemente

e Bein Elementen im Wald gibt es max. n/2' Knoten der
Tiefe t
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Union-Find Datenstruktur

Mit gewichteter Union-Operation:
e Zeit fur Find: O(log n)
e Zeit fur Union: O(1)

Geht das noch besser fir Find?
e Best Case fur Find: Nicht-Reprasentanten sind Blattknoten
— Schnell beim Reprasentant

e Bei Find durchlaufen wir den Pfad vom Element zum
Reprasentant

— Elemente auf Pfad direkt auf Wurzel umleiten

19



Union-Find Datenstruktur

Besser: gewichtetes Union mit Pfadkompression

e Pfadkompression bei jedem Find(x): alle Knoten von x
zur Wurzel zeigen direkt auf Wurzel




Union-Find Datenstruktur

Besser: gewichtetes Union mit Pfadkompression

e Pfadkompression bei jedem Find(x): alle Knoten von x
zur Wurzel zeigen direkt auf Wurzel
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Union-Find Datenstruktur: Amortisierte Analyse

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression ist
die amortisierte Zeit fur Find O(log™ n).

Was ist log* n?
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Iterierter Logarithmus log* n

Bemerkung: log* n ist definiert als

log*n=0flirn<1
log* n=min{i>0 | loglog ...log n<1}sonst

-

I-mal
Beipiele:
e log*2=1
e log*4=2
e log*16=3

° Iog* 265536 =5

log* n wachst sehr langsam
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Union-Find Datenstruktur: Amortisierte Analyse

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression ist
die amortisierte Zeit fur Find O(log™ n).

— quasi konstant (log* n <5 fir sehr grolRe Zahlen)

Ein paar Hilfsterme und Beobachtungen folgen...
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Union-Find Datenstruktur: rank(x)

Ordne jedem Element x zu:

e rank(x) = Tiefe des Unterbaums von Wurzel x ohne
Pfadkompression
— MakeSet(x) setzt rank(x) =0

— Union(T,,T,) by rank: Erhéht rank(x) um 1 fur Wurzel der
Vereinigung, wenn flir die Reprasentanten x,, x, von T, T,
gilt: rank(x;) = rank(x,)

— Kann sich also nur unter Umstanden flir Reprasentanten
andern
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Union-Find Datenstruktur: rank(x)

e Veranderung von rank(x) bei Union(T,,T,)
— Gleiche Range

‘O °O

— Unterschiedliche Range

O ° OQ Q
Beobachtungen:

e Wenn ein Reprasentant angehangt wird und damit kein
Reprasentant mehr ist, andert sich sein Rang nicht mehr

26
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Union-Find Datenstruktur: rank(x)

e Auswirkung von Pfadkompression bei Find(x)
Tiefe: 2 3

W S T
oS 1 o °C @1\ @)

®\

0 0
O O
Beobachtungen:

e Auf dem Weg zur Wurzel: rank(x;) aufsteigend
e Neuer Elternknoten hat hoheren Rang
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Union-Find Datenstruktur: Amortisierte Analyse
Jedes Element x gehort einer Gruppe g; an

e Gruppeg ={v | log" n<rank(v)<log/n},j>0
— log! n wendet den Logarithmus j-mal auf n an

n=_8,log*8=3
2 / k . log"8 =3 g1

1 3 2 log28=1.6
log3 8 =0.7 > 52

\ 0 rank(x) j:x€g;
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Union-Find Datenstruktur: Amortisierte Analyse

Beobachtungen:

e Knoten mit Rang log n (max. Rang) liegt in g,
— Gruppe g; = {v | log"* n <rank(v) <login},j>0
— g, ={v | log? n <rank(v) < log! n}

n=_8,log*8=3
/ \ log™ 8 =3 g
log28=1.6
1 2
Iog38-07>g2

log* 8 = —0.5> &3

'\CDO rank(x) j:x€Eg;
3
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Union-Find Datenstruktur: Amortisierte Analyse

Beobachtungen:

* Knoten mit Rang 1 sind in gj,.+, ; oderin g,

e Knoten mit Rang O sind in gj,,«, oderin g« 1
— Gruppe g; = {v | log"* n <rank(v) <login},j>0

e Max. (log* n) + 1 Gruppen

n=_8,log*8=3
log! 8 =3

log28=1.6
log3 8 =0.7 > 52

rank(x) j:x€g;




Union-Find Datenstruktur: Amortisierte Analyse

Beobachtungen:

e Esgibt maximal 2n/log’ n Knoten in g..
— g; enthalt Knoten mit Rang zwischen [log/* n, log/ n]
— n/2"Knoten, die einen Rang i haben kénnen (siehe N(t))
— Summe mit Abschatzung nach oben

/ \ n=8,|og*8=3
1Q —
logt 8 =3 g,

log28=1.6
1 2
log3 8 =0.7 > 52

\ 0 rank(x) j:x€g;
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Union-Find Datenstruktur

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression ist
die amortisierte Zeit fur Find O(log™ n).

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression und
gegeben n=2 Elementen ist die amortisierte Zeit fur
m=n Operationen O(m log™ n).

Begrindung:

e Sequenz aus m Operationen besteht aus
— Union: max. n-1
— Find: min. m-(n-1)
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Union-Find Datenstruktur

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression und
gegeben n=2 Elementen ist die amortisierte Zeit fur
m=n Union und Find Operationen O(m log™ n).

Begrindung:
e Max. n-1 Union Operationen

— Aufwand pro Union von O(1) (konstant)
— Also Aufwand in O(n)

e Max. m Find Operationen

— Aufwand abhangig von Anzahl der Knoten, die durch
Pfadkompression auf die Wurzel umgeleitet werden.
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Union-Find Datenstruktur

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression und
gegeben n=2 Elementen ist die amortisierte Zeit fur
m=n Union und Find Operationen O(m log™ n).

Begrindung:
Maximal m Find Operationen
e Find(x): Pfad von x zur Wurzel
— Jeder Knoten auf dem Pfad wird umgeleitet

— Kosten (1 Einheit) fiir das Umleiten aufteilen

1. Wenn group(x) > group(parent(x)): Find(x) zusortieren
2. Wenn group(x) = group(parent(x)) : x zusortieren
e Zusortierte Kosten aufsummieren
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Union-Find Datenstruktur

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression und
gegeben n=2 Elementen ist die amortisierte Zeit
fiur m=n Union und Find Operationen O(m log™ n).

Begrindung:

Kosten flur das Umleiten aufteilen

1. Wenn group(x) > group(parent(x)) : Find(x) zusortieren
— Oder wenn parent(x) Wurzel
— Max. log* n + 1 Gruppen
— Wechsel von einer Gruppe zur nachsten also max. log™ n
— Kosten, die Find(x) zusortiert werden: max. log™ n

2. Wenn group(x) = group(parent(x)) : x zusortieren
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Union-Find Datenstruktur

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression und
gegeben n=2 Elementen ist die amortisierte Zeit
fiur m=n Union und Find Operationen O(m log™ n).

Begrindung:
2. Wenn group(x) = group(parent(x)) : x zusortieren
— Pro Gruppe max. 2n/log! n Knoten Xi
— Jeder Knoten x; kann max. log/ n mal umgeleitet werden

e Dann gehort Elternknoten der nachsten Gruppe an
e Kosten gehen an Find ab nachstem Mal

— Pro Gruppe erhalten die Knoten max. 2n Kosten
— Bei max. log™ n + 1 Gruppen: max. 2n (log* n + 1)
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Union-Find Datenstruktur

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression und
gegeben n=2 Elementen ist die amortisierte Zeit fur
m=n Union und Find Operationen O(m log™ n).

Begrindung:
e Max. m Find Operationen
— Pro Find(x): O(log™ n)
— Bei m Find Operationen: O(m log™ n)
— FUr n Knoten Uber alle m Find Operationen:
O(n (log*n+1))=0(n (loglog*n)) =0(n (log* log n)) =
O(n log*n)
— O(mlog* n) + O(nlog* n) =0O( (m+n) log* n)
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Union-Find Datenstruktur

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression und

gegeben n=2 Elementen ist die amortisierte Zeit fur
m=n Operationen O(m log™ n).

Begrindung:

e Aufwand fur Union und Find Operationen
— Union: O(n)
— Find: O( (m+n) log™ n)
— Zusammen: O((m+n) log™ n)

e Wennm >>n:0(m log* n)

— Quasi linear abhangig von m, da log * n quasi konstant
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Union-Find Datenstruktur

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression ist
die amortisierte Zeit fur Find O(log™ n).

Theorem: Bei gewichtetem Union mit Pfadkompression und
gegeben n=2 Elementen ist die amortisierte Zeit fur
m=n Operationen O(m log™ n).

Begrindung:
e Wenn m >> n sind fast alle m Operationen Finds
— Da Anzahl an Unions max. n-1
— Gleiches Argument fur n MakeSet(x) Operationen
e Amortisierte Zeit fur eine Find Operation O(log™ n)
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Zusammenfassung

e Find: O(log™® n) amort., Union: O(1)
e Konnen wir Find auf O(1) bringen?
— Nur wenn Union nicht mehrin O(1)

— Die Find-Abschatzung kann tatsachlich noch deutlich
verbessert werdent: O(cu(n)) amort.,
wobei o die Umkehrfunktion der Ackermannfunktion ist,
also SEHR SEHR langsam wachst

e Man kann nicht gleichzeitig Find und Union auf O(1)
bringen?

1 Tarjan, Robert E.; van Leeuwen, Worst-case analysis of set union
algorithms, Journal of the ACM 31 (2), S. 245-281, 1984

2 M. Fredman, M. Saks, The cell probe complexity of dynamic data structures,
In: Proceedings of the Twenty-First Annual ACM Symposium on Theory of
Computing., S. 345-354, 1989
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