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Amortisierte Analyse

S: Zustandsraum einer Datenstruktur
F: beliebige Folge von Operationen <Op;,, Op,, Ops,...,0p,>

so: Anfangszustand der Datenstruktur

Op; Op Ops Op;,

Sg — %S5, —2 45, —2 . —',5

ZE'tanwand T(F) — Zi:1n Topi(si_1)
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Amortisierte Analyse

Zeitaufwand T(F) = 2 _;" Topi(si_1)

FUr den Zeitbedarf definieren wir eine Menge von
Abschatzungsfunktionen A (s), eine pro Operation Op

Die Menge { Ay(s) | X € {Op;, Op,, Ops,...,.0p,}
heilst Familie amortisierter Zeitschranken falls fir jede
Sequenz F von Operationen gilt

T(F)=2X_" Topi(si_1) <c+2 " Aopi(sH)

fr eine Konstante c unabhangig von F
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Amortisierte Analyse: Potentialmethode

Behauptung: Sei S der Zustandsraum einer Datenstruktur,
sei s, der Anfangszustand und sei ¢:S - R., eine
nichtnegative Funktion.

¢ : S - R., wird auch Potential genannt.

Fur eine Operation X und einen Zustand s mit s 3¢
definiere A,(s) Gber die Potentialdifferenz:

Ax(S) — ¢(Sl) ¢( ) + TX A¢ + TX

Dann sind die Funktionen A,(s) eine
Familie amortisierter Zeitschranken.
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Amortisierte Analyse: Potentialmethode

Zu zeigen: T(F) = ¢ + 27" Ag,, (514)

Beweuis:

Zi=1nAOpi( 1) =2" (s ¢ -1 +TOp( 1)1
= ()+2i=1n[¢ | ¢ |—1)]
= () + ¢(s,) - (s,

+2| 1n AOpI( i- 1)

.+2| 1nAOpI |1

konstant
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Amortisierte Analyse: Potentialmethode

Fir Fibonacci-Heaps verwenden wir flir das Potential
den Begriff Balance (bal)

bal(s):= #Baume + 2-#markierte Knoten im Zustand s
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Fibonacci-Heap: insert, merge, min

. t.:: Zeit flr Operation i ausgeflihrt im Zustand s

- a;: amortisierter Aufwand flir Operation i
a, =t + Abal, mit Abal. = bal(s’)-bal(s), falls i:s—> s’
im aktuellen Zustand s ausgefuhrt wird

Amortisierte Kosten der Operationen:
bal(s) = #Baume(s) + 2-#markierte Knoten(s)

. insert:t=0(1) und 4bal, ... =+1, also a;,....=0(1)
+ merge: t=0(1) und 4bal ,..;e = 0, als0 a,,¢,=0(1)
« min:t=0(1) und 4bal. ., =0, also a,,,,=0(1)

. deleteMin: 777
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Fibonacci-Heap

e Inv:

 Ein Fibonacci-Heap aus n Elementen hat
Baume vom Rang maximal O(log n)
(wie beim Binomial-Heap) auch, wenn durch delete
einige Knoten entfernt wurden

g, -
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Fibonacci-Heap: Eigenschaften

Invariante 1: Sei x ein Knoten im Fibonacci-Heap mit
Rang(x)=k. Seien die Kinder von x sortiert in der
Reihenfolge ihres Anflugens an x. Dann ist der Rang
des i-ten Kindes =i-2.

Beweis der Gultigkeit:

- Beim Einfligen des i-ten Kindes ist Rang(x)=i-1.

. Das i-te Kind hat zu dieser Zeit auch Rang i-1.

« Danach verliert das i-te Kind hochstens eines seiner
Kinder!, d.h. sein Rang ist >i-2.

1 Bei einem schon markierten Vater eines
geldschten Knotens wird konsolidiert

,,,,,
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Fibonacci-Heap: Eigenschaften

Invariante 2: Sei x ein Knoten im Fibonacci-Heap mit
Rang(x)=k. Dann enthalt der Baum mit Wurzel x
mindestens F, ., Elemente, wobei F, ., die (k+2)-te
Fibonacci-Zahl ist.

Einschub: Definition der Fibonacci-Zahlen:

° Fi — Fi-2+ Fi-1 fur a”e | > 111
Daraus folgt, dass F, , =1+ 2, _¢'F,

[Wikipedia]

ERSI
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0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, 89, 144, 233,377,610, 987, 1597, usw.
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Fio=F+Fy,
Fio=F+F, +F
I:|+2 F+F|1+F|2+F|1
I:|+2 F+F|1+F|2+F|3+F|2 Fo=0undF; =1
Fio=F+F +F+Fs+Fo+. +F,+F+F,
Fipo = \F+F,1+F,2+F,3+F,2+ ........... +F2+F1+F0’+F
|
Yo F 1
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Rang eines Knotens im Binomialbaum

Ein Binomialbaum vom Rang k hat k Kinder,
deren Range sind k-1, k-2, ....1,0

Invariante 1:
Rang des i-ten Kindes im Fib. Heap =i-2

« Seif, die Mindestanzahl von Knoten eines
Baumes vom Rang k

fi+fo+fs+.. .+ +F+f, +1<f,
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Fibonacci-Heap

Beweis der Giiltigkeit von Invariante 2:

. Seif, die Mindestanzahl von Knoten eines Baumes
vom Rang k

e fxf +fi+fs+.. +5+f +f, +1

- Weiterhinistf,=1 und f,;=2

e fixfi +fio+fs+ L2417 +1

e fizf +fio+fis+.. . +6HL+2+1 +041
- 2k +F4+Fo+ o+ R+ R R+
« =T1+2_*F=F,

. Also folgt nach den Fibonacci-Zahlen:

fi > Fip
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Spirale tiber den Goldenen Schnitt

atb _ a ki
a 4 F = ¢ = 1,CHCEN © DiscoverDigitalPhotc




aus: [Wikipedial]

Verwandtschaft mit dem Goldenen Schnitt [Bearbeiten]

Wie von Johannes Kepler festgestellt wurde, nahert sich der Quotient zweier aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen dem Goldenen
Schnitt ® an. Dies folgt unmittelbar aus der Naherungsformel fiir groBe n:

. . (I)n+1
lim 7 i — =P~ 1618. ..

n—o0 n—oo 1
fn d

Diese Quotienten zweier aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen haben eine bemerkenswerte Kettenbruchdarstellung

1—1 g—l.*.l %—1.*. 1 §—1+; §—1+;
1 112 1+: 3 14+ 5 1+
T RETY

tr
Da diese Quotienten im Grenzwert gegen den goldenen Schnitt konvergieren, |&sst sich dieser als der unendliche Kettenbruch

1

b =1+

1+

1
M 1

1 _
+1_|_...

darstellen.

Die Zahl @ ist irrational. Das bedeutet, dass sie sich nicht durch ein Verhaltnis zweier ganzer Zahlen darstellen lasst, ein Umstand,
der wesentlich zu ihrer Bedeutung in Kunst und Natur beitragt. Am besten lasst sich ® durch Quotienten zweier aufeinander
folgender Fibonacci-Zahlen darstellen. Dies gilt auch fiir verallgemeinerte Fibonaccifolgen, bei denen fO und f 1 beliebige natirliche
Zahlen annehmen.

UNIVERSITAT ZU LUBECK
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Fibonacci-Heap

Man hat herausgefunden, dass F, > @* ist fur

d=(1+\5)/2 =~ 1,618034

k+2
® fk > Fk+2 > q)

« D.h. ein Baum mit Rang k im Fibonacci-Heap hat
mindestens 1,612 Knoten

« Sein=1,61%?danngilt:n/1,612=1,61%
- Also ke O(logn)

NB: log(n) bezeichnet den Zweierlogarithmus (log(64) = 6). Bei O-Notation spielt
die Basis des Logarithmus keine Rolle, da alle Logarithmen proportional sind. Z.B.:

log(n) = In(n)/In(2).

rSI
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Fibonacci-Heap

« Also k € O(log n)

 Ein Fibonacci-Heap aus n Elementen hat also
Baume vom Rang maximal O(log n)
(wie beim Binomial-Heap)
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Fibonacci-Heap: deleteMin

Behauptung:
Die amortisierten Kosten von deleteMin() sind in O(log n).

Beweis:

- Einflgen der Kinder von x in Wurzelliste (#Kinder(x) = Rang(x)):
Abal,=Rang(x) — 1 (-1 weil x entfernt wird)

. Jeder Merge-Schritt verkleinert #Baume um 1:
Abal,= -( #Merge-Schritte )

- Wegen Inv (Rang der Baume max. O(log n))
gilt: #Merge-Schritte = #Baume - O(log n)
« Insgesamt: Abal . ..emin = Rang(x) — 1 - #Baume + O(log n)

- Laufzeit (in geeigneten Zeiteinheiten):
tyeletemin = #Baume'! + O(log n)
« Amortisierte Laufzeit:
adeIetel\/lin — tdeIeteMin + Abaldeletel\/\in € O('Og n)

e ! Realisierung der Eimerkette
%‘\7 ~44:5 UUUUUUUUUUUUUUUUUUU «
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Behauptung: Die amortisierten Kosten von delete(x) sind O(log n).

Fibonacci-Heap: delete

Beweis: (x ist kein min-Element — sonst wie oben)

Einfigen der Kinder von x in Wurzelliste:
Abal; < Rang(x)
Jeder kaskadierende Schritt (Entfernung eines markierten

Knotens) erhoht die Anzahl Baume um 1:
Abal, = #kaskadierende Schritte

Jeder kaskadierende Schritt entfernt eine Markierung:
Abal; = -2-#kaskadierende Schritte

Der letzte Schritt von delete erzeugt evtl. eine Markierung:
Abal, € {0,2}
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Fibonacci-Heap: delete (Forts.)

Behauptung: Die amortisierten Kosten von delete(x) sind O(log n).

Beweis (Fortsetzung):

- Insgesamt:
Abal ... = Rang(x) - #kaskadierende Schritte + O(1)
= O(log n) - #kaskadierende Schritte

. Laufzeit (in geeigneten Zeiteinheiten):
tyelete = O(1) + #kaskadierende Schritte

« Amortisierte Laufzeit:;
adelete — tdelete + Abaldelete € O(|Og n)

rSI
GERSIZ,
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Fibonacci-Heap: decreaseKey

Behauptung: Die amortisierten Kosten von decreaseKey(x,4)

sind O(1).

Beweis:

: NG =
ST < un
P

Jeder kask. Schritt erhoht die Anzahl Baume um 1:
Abal, = #kaskadierende Schritte

Jeder kask. Schritt entfernt eine Markierung (bis auf x):
Abal, < -2-(#kaskadierende Schritte-1)

Der letzte Schritt erzeugt evtl. eine Markierung:
Abal; € {0,2}

Insgesamt: Abal e eqserey = - #kask. Schritte + O(1)

Laufzeit: Cecreasekey = #kask. Schritte + O(1)
Amortisierte Laufzeit:
adecreaseKey — tdecreaseKey + AbaldecreaseKey = 0(1 )

IIIIIIIIIIIIIIIII
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Zusammenfassung: Laufzeitvergleich

Laufzeit Binarer Heap Binomial-Heap Fibonacci-Heap
insert O(log n) O(log n) O(1)

min O(1) O(1) O(1)

deleteMin O(log n) O(log n) O(log n) amor
delete O(log n) O(log n) O(log n) amor
decreaseKey | O(log n) O(log n) O(1) amor.
merge  |IONMMMNSRNNN O (Iog n) O(1)

Michael L. Fredman, Robert E. Tarjan: Fibonacci heaps and their uses
in improved network optimization algorithms. In: Journal of the ACM.
34,Nr.3,5.596-615, 1987 IM FOCUS DAS LEBEN 23
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Zusammenfassung: Laufzeitvergleich  \%

> ;

\4/..
Laufzeit Binarer Heap Binomial-Heap Fibonacci-Heap
insert O(log n) O(log n) O(1)
min o(1) o(1) O(1)
deleteMin O(log n) O(log n) O(log n) amor
delete O(log n) O(log n) O(log n) amor
decreaseKey | O(log n) O(log n) O(1) amor
merge O(n) O(log n) O(1)

Weitere Entwicklung unter Ausnutzung
von Dateneigenschaften: Radix-Heap

rSI
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Radix-Heap (nur Analyse)

Voraussetzungen [Bearbeiten]

1. alle Schlussel sind aus den natirlichen Zahlen

2. max. Schlussel - min. Schlussel < C fir ein festes C

3. Monotonie von extractMin, d.h. die von aufeinander folgenden extractMin-Aufrufen
zuruckgegebenen Werte sind monoton steigend

Laufzeit Radix-Heap erw. Radix-Heap
insert O(log C) amor. |O(log C) amor.
min O(1) O(1)

deleteMin O(1) amor. O(1) amor.
delete O(1) O(1) amor.
merge n/a O(log C) amor.
decreaseKey | O(1) O(log C) amor.

Ahuja, Ravindra K.; Mehlhorn, Kurt; Orlin, James B.; Tarjan, Robert E.,
S Faster algorithms for the shortest path problem, Journal of the
@ U INSTITUT FOR INFORMATIONSSYSTEME Association for Computing Machinery 37 (2): 213-223, 1990
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Es geht auch ohne amortisierte Analyse ...

MAKE-HEAP o) o(1l) o) o(1l) o) o)
IS-EMPTY o(1) o(1) o) o(1) o(1) o(1)
INSERT o(1) O(log n) O(log n) o(1) o) o(1)
DELETE-MIN O(n) O(log n) O(log n) O(log n) O(log n) O(log n)
DECREASE-KEY o(1) O(log n) O(logn)  94/O(loglogn) o(1) o)
DELETE o(1) O(log n) O(log n) O(log n) O(log n) O(log n)
MERGE o) O(n) O(log n) o(1) o) o)
MIN Oo(n) o(1) o(1) o(1) o(1) o(1)
Fredman, Michael L.; Sedgewick, Robert; Sleator, Daniel D.; Tarjan, Gerth Stglting Brodal, Worst-case efficient 1+ amortized
Robert E. The pairing heap: a new form of self-adjusting heap.  priority queues. Proc. 7th ACM-SIAM Symposium
Algorithmica. 1 (1): 111-129, 1986. on Discrete Algorithms, pp. 52-58, 1996

Gerth Stelting Brodal, George Lagogiannis, and Robert E. Tarjan, STRICT FIBONACCI HEAPS, In
L — Proc. 44th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 1177-1184, 20112, FOCUS DAS LEBEN 26
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