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Splay-Operation

Beispiel:




Splay-Operation
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Splay

procedure splay(x, T)
while parentExists(x, T) do

// x wandert hoch
Wende geeignete Splay-Operation an
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Splay-Operation: Maximal ein zig

Beispiele:

zig-zig, zig-zag, zig-zag, zig zig-zig, zig-zag, zig-zig, zig
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Wirkung der Splay-Operationen

search(a)
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Analyse von Splay-Baumen

. Uber eine Folge von Zugriffen mit search
entsteht ein ausgeglichener Baum

- Argumentationstechnik:
— T.earen(n) @amortisiert in O(log n)

Daniel D. Sleator, Robert Tarjan: Self-Adjusting Binary Search Trees, In: Journal of
the ACM (Association for Computing Machinery). 32, Nr. 3, S. 652-686, 1985
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Splay-Baume: Amortisierte Analyse

search(k)-Operation: (exakte Suche)

Laufe von Wurzel startend nach unten,
bis k im Baumknoten gefunden (Abklirzung zur Liste) oder
bei Liste angekommen (in diesem Fall Schllssel nicht

vorhanden)
kin Baum: rufe splay(k) auf

Amortisierte Analyse:

Sei F eine Folge von m Splay-Operationen auf beliebigem
Anfangsbaum mit n Elementen (m>n)

T(F) < ¢+ 2i™ Aoy (Si1)
Ay(s) := (s’) - @(s) + Ty(s) := A ¢(s) + Ty(s) flirs 9 s’

..Ix(s) = Anzahl der Rotationen




Splay-Operation: Potential

« Gewichtvon Knoten x;: w(x) //z.B.1/n
relative Zugriffshaufigkeit € [0, 1]

- Baumgewicht von Baum T mit Wurzel x:
tw(x)=2y 7 Wly) <1

- Rang von Knoten x: r(x) = log(tw(x)) //fur Wurzel =0
- Potential von Baum T: ¢(T) = 2, .1 r(x)

Behauptung “amortisierte Splaykosten”: Sei T ein Splay-
Baum mit Wurzel u und x ein Knoten in T.
Die amortisierten Kosten fur splay(x, T)
sind max. 1+3(r(u)-r(x)) € O(log(tw(u)/tw(x)))

T x denotiere alle Knoten in T unter (und einschl.) x 9



Splay-Operation

Begriindung fir Korrektheit der Behauptung:
Induktion Uber die Folge der Rotationen.
rund tw : Rang und Gewicht vor Rotation

r" und tw’: Rang und Gewicht nach Rotation

1. Fall;
X

Y .
Zl
% —
Laufzeit
(1 Rotation) A B B C

Akaortisierte Kosten:

s@@H’(y)—r(x)—r < 1+r'(x)-r(x) dar'(y)<r(y)
< 1+3(r (X)-r(X)) N\ da r'(x)=r(x)

Anderung von ¢

rSI
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Splay-Operation

2. Fall:

Amortisierte Kosten:
< 241 (X)+r'(y)+r'(2)-r(x)-r(y)-r(z)

= 2+r' (y]+r' (2)ir(x)-r(y] dar'(x)=r(z)
< 241 (x)Hr'(2)12r(x) da r'(x)=r'(y) und r(y)=r(x)
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Splay-Operation

Behauptung: Es qgilt, dass
2+r'(x)+r'(2)-2r(x) < 3(r'(x)-r(x))
d.h.

r(x)+r'(z) < 2(r'(x)-1)
und damit r(x)-r'(x) +r'(z)-r'(x) < -2
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Splay-Operation

Es bleibt also zu zeigen, dass
r(x)-r'(x) +r'(z)-r'(x) < -2
Anders gesagt:
log(tw(x)) — log(tw'(x)) + log(tw'(z)) — log(tw'(x)) < -2
log(tw(x)/tw'(x) ) + log(tw'(z)/tw'(x) ) < -2

4
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Splay-Operation

log(tw(x)/tw'(x) ) + log(tw'(z)/tw'(x) ) < -2

Beh: tw(x)/tw'(x) >0  tw'(z)/tw'(x) > 0
twx)/tw'(x) + tw'(2)/tw'(x)

]
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Splay-Operation

/tw'(x)  + tw'(2)/tw'(x) <1

< W(x)+tw'(A)+ w(y) + tw'(B) + w(z)+tw'(CO)+tw'(D)




Splay-Operation

w(x)+tw(A) + tw(B) + w(z)+tw'(C)+tw’(D)
< W(Xx)+tw'(A) + w(y) + tw'(B) + w(z)+tw'(C)+tw'(D)

0 < w(y) =2 true

Also: tw(xX)/tw'(x) + tw'(2)/tw'(x) <1

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
sssssssssssssssssssssssssssssss
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Splay-Operation

Wir wissen nun: tw(x)/tw'(x) + tw'(z)/tw'(x) <1
Zurlck zu: log( tw(x)/tw’(x) ) + log( tw'(z)/tw'(x) ) < -2
Betrachte die Funktion f(x,y)=log x + log y.

Wir zeigen: f(x,y) < -2 fur alle x,y>0 mit x+y<1.

17




Splay-Operation

Behauptung: Die Funktion f(x,y)=log x + log y hat in dem
Bereich x,y>0 mit x+y < 1 im Punkt ('2,72) ihr Maximum.

Begriindung fiir Korrektheit:

- Da die Funktion log streng monoton wachsend ist, kann sich

das Maximum nur auf dem Geradensegment x+y=1, x,y>0,
befinden.

- Neues Maximierungsproblem: betrachte
g(x) =log x + log (1-x)

. Einzige Nullstelle von g’(x) = 1/x - 1/(1-x) ist x=1/2.
« Flrg”(x)=-(1/x2+ 1/(1-x)?)) qilt g”(1/2) < 0.
« Also hat Funktion f im Punkt ('2,2) ihr Maximum.

RO T
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Splay-Operation

Zuruck zum

2. Fall: Z

Behauptung: Amortisierte Kosten < 3(r'(x)-r(x)) r'(z)

Zwischenresultate:
Behauptung gilt, wenn: log x + log y < -2 fur alle x,y>0 mit x+y<1
Maximum von log x + log y fur x+y=1 bei (', ')

Folgerung: Die Behauptung ist korrekt,
da log('2) = -1 und damit log('2) + log('2) < -2

19
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Splay-Operation

3. Fall:

Zlg zag E
Amortisierte Kosten:

< 241 (X)+r'(y)+r'(2)-r(x)-r(y)-r(z)
< 2+r'(y)+r'(z)-2r(x) dar'(x)=r(z) und r(x)<r(y)
< 2(r'(x)-r(x)) behaupten wir, und...

S
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Splay-Operation

...es gilt:

2+r'(y)+r'(z)-2r(x) < 2(r'(x)
gdw  2r'(x)-r'(y)-r'(z) = 2
gdw r'(y)-r'(x)+r'(z)-r'(x) < -2

|
-
~~
X
~
S
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Splay-Operation

Beweis von Behauptung “amortisierte Splaykosten”:
(Fortsetzung)

Induktion Uber die Folge der Rotationen.
- rund tw: Rang und Gewicht vor Rotation
- r"und tw’: Rang und Gewicht nach Rotation

- FUr jede Rotation ergeben sich amortisierte Kosten
von max. 1+3(r'(x)-r(x)) (Fall 1, zig, NB: max 1 zig)
bzw. 3(r'(x)-r(x)) (Falle 2 und 3)

« Aufsummierung der Kosten pro Zugriff ergibt max.

1+ Zpoe 3(F(X)-r(x)) = 1+3(r(u)-r(x))

ERSI
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Splay-Operation

- Baumgewicht von Baum T mit Wurzel x:
tw(x)=2 y €T w(y)

- Rang von Knoten x: r(x) = log(tw(x))

- Potential von Baum T: ¢(T) = 2, .1 r(x)

. SeiW=X, .+ w(x)und
w; das Gewicht von Knoten x in i-tem Aufruf von search.

“amortisierte Splaykosten”: Sei T ein Splay-Baum mit Wurzel u
und x ein Knoten in T. Die amortisierten Kosten fur splay(x,T)
sind max. 1+3(r(u)-r(x)) = 1+3-log (tw(u)/tw(x)).

Korollar: Fir m search-Operationen der Folge F sind die
amortisierten Kosten A(F) = m+32,_,™ log (W/w;).

rSI
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Splay-Baum: Balance-Theorem

Balance Theorem: ” Splay-Baume arbeiten wie ausgeglichene Baume”
Die Laufzeit fir m search Operationen in einem n-elementigen
Splay-Baum T ist in

O(m-logn) (NB:m > n)

Begriindung fur Gultigkeit des Theorems:

« Seiw(x)=1/nflralle Knoten xin T
(gleiche relative Zugriffshaufigkeit).

« Dannist W=1undr(x) <logW =1log 1 furallexinT.

« Erinnerung: flir eine Operationsfolge F ist die Laufzeit
T(F) < A(F) + ¢(sy) fGr amortisierte Kosten A und Anfangszustand s,

P(sg) =2, c1roX) <nlog1=0
- Aus dem Korollar von oben ergibt sich das Theorem:

T(F) < m+3X._,"log (W/w)) =m + 32._,"log(1/ (1/n))
=m+3X._"logh=m+3mlogn € O(mlogn)
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Conclusio

Teearen(n) liegt amortisiert in O(log n)

Deutung: Splay-Baume arbeiten so effektiv wie
ausgeglichene Baume bei langen Search-Sequenzen
Vernlnftig, wenn...

... es als sinnvoll erachtet wird, dass so modelliert wird:

— Gewicht von Knoten x; w(x) //z.B.1/n
relative Zugriffshaufigkeit € [0, 1]

— Baumgewicht von Baum T mit Wurzel x:
tw(x)= 2\ 7 wly) <1

— Rang von Knoten x: r(x) = log(tw(x)) // fur Wurzel =0
— Potential von Baum T: ¢(T) = 2 c 1 r(x)

Daniel D. Sleator, Robert Tarjan: Self-Adjusting Binary Search Trees, In: Journal of
the ACM (Association for Computing Machinery). 32, Nr. 3, S. 652-686, 1985 25



Splay-Baum Operationen

Annahme: zwei Splay-Baume T, und T, mit key(x)<key(y)
far alle xeT, und y€T,.

merge(T,,T,):

—

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Splay-Baum Operationen

split(k,T):

\ - -4 A
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Splay-Baum Operationen

insert(e):
. insert wie im Binarbaum
. splay-Operation, um key(e) in Wurzel zu verschieben

delete(k):
. fuhre search(k) aus (bringt k in die Wurzel)

. entferne Wurzel und fihre merge(T,,T,) der beiden
Teilbaume durch

,,,,,
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Zusammenfassung

. Fir Splay-Baume liegt T.....,(n) amortisiert in O(log n)
Ticere(N) liegt amortisiert in O(log n)
T yelete(n) liegt amortisiert in O(log n)
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