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Betrachtete Arten von Netzwerken

« Internet

- Telefonnetz

- Autobahnen/Eisenbahnnetz
 Elektrizitatsnetz

. Ol-/Gaspipelines

« Kanalisation




Netzwerke

- Gegeben: Gerichteter Graph G=(V, E)

— Kanten reprasentieren Flisse von Material/Energie/Daten/...
- Jede Kante hat eine maximale Kapazitat, dargestellt durch (totale)
Funktionc:E — R,

— Knoten s€V als Quelle des Flusses
— Knoten teV als Senke des Flusses

- Ein Netzwerk ist ein Tupel (G, ¢, s, t) mit seV und teV
« Die Funktion ¢ macht G zum gewichteten Graphen

 FUr jede Kante eines Netzwerks ist die Grol3e des Flusses
steuerbar, dargestellt durch (totale) Funktion f: E — R




Problem des maximalen Flusses in Netzwerken

Gegeben sei ein gerichteter
gewichteter Graph
— nicht-negative Gewichte

— Gewichte reprasentieren Kapazitat
der Kanten (Funktion c)

« 2 ausgezeichnete Knoten s, t
— s hat nur ausgehende Kanten

— that nur eingehende Kanten
- Finde die maximale Anzahl von Jede Zahl steht fiir die

Einheiten, die von der Quelle Kapazitdt dieser Kante
zur Senke in diesem Graphen flie3en kann

- Maximale Anzahl von Einheiten pro Einzelkante
dargestellt durch Funktionf _ :E— R
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Problem des maximalen Flusses in Netzwerken

« Jede Kante konnte ein Wasserrohr darstellen

— Von einer Quelle flieRt Wasser zu
einer Senke

— Jedes Wasserrohr kann eine maximale
Anzahl von Litern Wasser pro Sekunde
transportieren

Jede Zahl steht fir die
Kapazitat dieser Kante

-  Wie viel Wasser pro Sekunde kann nun von s zu t maximal
flie3en?
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Netzwerkfluss

Dieser Graph enthalt die Dieser Graph enthalt zusatzlich
Kapazitaten jeder Kante im Graph den Fluss im Graphen
(Beschriftung c(e)) (Beschriftung f(e)/c(e)

« Der Fluss des Netzwerkes ist definiert als der Fluss von der
Quelle s (oder in die Senke t)
- Im Beispiel oben ist der Netzwerkfluss 23




Netzwerkfluss

 Flusserhaltung:

— Mit Ausnahmen der Quelle s und
Senke t ist der Fluss, der in einen
Knoten hineinflie8t, genauso grof3
wie der Fluss, der aus diesem Knoten
herausflief3t

- Beachtung maximaler

Kapazitaten:
— Jeder Fluss in einer Kante muss
kleiner oder gleich der Kapazitat
dieser Kante sein

Fluss / Kapazitat im Graph




Netzwerkfluss

- Restkapazitat einer Kante

— Unbenutzte Kapazitat jeder Kante

— Zu Beginn ist der Fluss 0 und damit ist
die Restkapazitat genau so grol3 wie
die Kapazitat

— Existiert ein Fluss, so kann der Fluss
auch wieder reduziert werden, dies ist
wie eine Restkapazitat in die
entgegengesetzte Richtung

- Restkapazitat eines Pfades
— Minimale Restkapazitat aller Kanten
entlang des Pfades

« Flusserhohender Pfad
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Fluss / Kapazitat im Graph
Restkapazitat R: Kapazitat — Fluss
Restkapazitat R' in die entgegen-
gesetzte Richtung: Fluss

— Pfad von der Quelle zur Senke mit Restkapazitat groBer als 0
— Kann auch ,Restkapazitaten in die entgegengesetzte Richtung”

beinhalten




Beispiel fur flusserhéhende Pfade

Flusserhohender Pfad nur mit Flusserhohender Pfad auch mit Restkapazitaten
,normalen” Restkapazitaten in die entgegengesetzte Richtung

4/12

Restkapazitat ist auch fur Pfade entsprechend definiert
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Ford-Fulkerson-Algorithmus (Skizze)

procedure Ford-Fulkerson (G, s, t, f):
// Sei s Quelle und t Ziel in G=(V, E) mits, teV
for (u,v) € Edo f(u,v) =0
while 3p € paths(s, t, G) : flow-augmenting-path(p) do
// Betrachtungsreihenfolge der Pfade bleibt offen

for (Ui, Vi) EpP do Nichtdeterministischer
if forward-edge((u; v;), G) \w

then f(u;, v;) :=f(u, v;,) + rest-capacity(p)
else f(u;, v;) :=f(u, v,) - rest-capacity(p)
return f(s, t)

function forward-edge((u v), (V, E))
return (u,v) € E

54 Ford, L. R,; Fulkerson, D. R. "Maximal flow through a network".
H L/A" UNIVERSITAT ZU LUBECK . .
L LSty PFOR INFORMATIONSSYSTEME Canadian Journal of Mathematics 8:399. 1956 IM FOCUS DAS LEBEN 11




Ford-Fulkerson Algo — Beispieldurchlauf

while dp € paths(s, t, G) : flow-augmenting-path(p) do
Erhohe Fluss f von s nach tin p um Restkapazitat von p

« Wahle
flusserhohenden Pfad,
zB.s,c,dt

- Restkapazitat dieses
Pfades ist 4
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Ford-Fulkerson Algo — Beispieldurchlauf

while dp € paths(s, t, G) : flow-augmenting-path(p) do
Erhohe Fluss f von s nach tin p um Restkapazitat von p

12/12

« Wahle anderen
zunehmenden Pfad,
zB.s,a, bt

- Restkapazitat dieses
Pfades ist 12

13



Ford-Fulkerson-Algorithmus mit DFS

procedure Ford-Fulkerson (G, s, t, f):
// Sei s Quelle und t Ziel in G=(V, E) mit s,teVv
// f wird modifiziert
(V,E) =G
for (u,v) € Edo f(u,v) =0
while true do
p :=FF-DFS(G, s)
if p= L then return f(s, t)
for (u,v,) Epdo
if forward-edge((u, v;), G)
then f(u;, v;) :=f(u, v;,) + rest-capacity(p)
else f(u;, v;) :=f(u;, v,) — rest-capacity(p)

Ford, L. R,; Fulkerson, D. R. "Maximal flow through a network".
Canadian Journal of Mathematics 8: 399. 1956 IM FOCUS DAS LEBEN 14




Tiefensuche — Schema: FF-DFS

Function FF-DFS((V,E), s) :

unmark all nodes Viele viele

init() Verbesserungsmaoglichkeiten
DFS(((V,E), s,s) //s: Sourceknoten K w/
return L

Procedure DFS(((V,E), u,v: Node) // u: Vater von v
if not exists (v,w)€E and flow-augmenting-path( path(v) ) then // v=t
return-from FF-DFS path(v)

for (v,w)EE do
if w is not marked then
mark w with predecessor v //forward-edge((v, w), ...) returns true
DFS(((V,E), v, w)
for (w,v) € Edo
if w is not marked then
invmark w with predecessor v //forward-edge((v, w), ...) returns false
DFS(((V,E), v,w)
backtrack(u,v)

qqqqq

<ipacktrack(u,v) : unmark(v)

g
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Weitere Code-Muster und Prozeduren

- Variablen

— parents, invparents : Array[1..n] of Nodeld
« unmark all nodes

forifrom 1 to n do parents|i] := L; invparents[i] ;= L
e init()

« wis not marked
parents[w] =1 A invparents[w] =1
« mark w with predecessor v
- parents[w] i=v
« invmark w with predecessor v
- invparents[w] :=v
« unmark(v)
— parents[v] := L; invparents[v] := L
« path(v)
// Verwende parents- und invparents-Feld, um Pfad zu konstruieren
// Speichere Restkapazitat des Pfades und Kantenrichtung

rest-capacity(p)

// Getter
T &Y N e aTIONS SYsTEME IM FOCUS DAS LEBEN 16




Ford-Fulkerson Algo — Beispieldurchlauf

while dp € paths(s, t, G) : flow-augmenting-path(p) do
Erhohe Fluss f von s nach tin p um Restkapazitat von p

« Wahle anderen
zunehmenden Pfad,
zB.s,c,d, b,t

- Restkapazitat dieses
Pfades ist 7

B
E S UNIVERSITAT ZU LUBECK 1 7
£} = &~ INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME

. C§



Ford-Fulkerson Algo — Beispieldurchlauf

while dp € paths(s, t, G) : flow-augmenting-path(p) do
Erhohe Fluss f von s nach tin p um Restkapazitat von p

« Gibt es weitere
flusserhohende Pfade?
Nein!

Fertig

« Maximaler Fluss:
1944 =23 (bzw. 11+12)

18



Ford-Fulkerson Algo — Beispieldurchlauf

while dp € paths(s, t, G) : flow-augmenting-path(p) do
Erhohe Fluss f von s nach tin p um Restkapazitat von p

« Gibt es weitere
flusserhohende Pfade?
Nein!

Fertig

« Maximaler Fluss:
1944 =23 (bzw. 11+12)

Minimaler Schnitt

19



Analyse des Algorithmus von Ford/Fulkerson

« Ein Schnittin N=((V, E), ¢, s, 1) ist ein disjunkte Zerlegung von
Vin Mengen SCVund TSV mits €S, t € T.

- Die Kapazitat des Schnittes ist ¢(S, T) = 2ocepcxm (€)

- Die Kapazitat eines minimalem Schnittes ist
Crin = rnin(S, T) Schnittin N C(S, T)

« Der Fluss eines Schnittes ist
f((S, 1) = ZeeEm(s <7 f(€) - ZeeEn(T><5) f(e)

- Mitf ., bezeichnen wir den Wert eines maximalen Flusses

S %
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Max Flow/Min Cut-Theorem

- Injedem Netzwerk N=(G, ¢, s, t) gilt: Der Wert eines jeden
Flusses ist kleiner oder gleich der Kapazitat eines jeden
Schnittes. Insbesondere qgilt: f ., < ¢, .

. Seifdervom F.F.-Algo fir N=(G, ¢, s, t) berechnete Fluss.
Dann gibt es einen Schnitt (S,T) in N mit f(G) = c(S,T).

« Satz: (Max Flow-Min Cut Theorem; Satz von Ford/Fulkerson)
Der Algorithmus von Ford/Fulkerson berechnet einen
maximalen Fluss. In jedem Netzwerk gilt .., = C..i..
(ohne formalen Beweis)

Der Wert eines maximalen Flusses ist gleich der Kapazitat eines
‘minimalen Schnittes.

'
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Ford-Fulkerson Algorithmus — Analyse

« Finden eines flussernohenden Pfades z.B. mit einer
Tiefensuche: O(n + m)

- Aber: Pfade kdonnen Uber Tiefensuche in einer
ungunstigen Reihenfolge betrachtet werden

22
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Schlechte Abfolge von zunehmenden Pfaden

1. flusserhdhender Pfad 2. flusserhdhender Pfad Fertig nach 2w
flusserhohenden

Pfaden, obwohl
der Algo auch
schon mit 2
gunstigen
flusserhohenden
Pfaden
fertig sein konnte!

2w. flusserh. Pfad

23



Ford-Fulkerson Algorithmus — Analyse

Damit ergibt sich mit f, ,,, dem maximalen Fluss von G,
und der Verwendung von Tiefensuche als totale Laufzeit:

f a2 (@) - O(n+m)

Da fur die betrachteten Gs gilt m>>n gilt, bekommen wir:
TFord—Fquerson(G) € fmax(G) ’ O(m)

Man beachte: Wenn wir die Zahl f,.., binar codiert als
k-stelligen Bitvektor aus {0,1}* sehen, gibt es 2“ viele
Erhéhungen von 0“um 1, bis Wert f, ., erreicht

F.F.ist also in diesem Sinne exponentiell in der Lange k

24
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Edmonds-Karp Algorithmus

- Variation des Ford-Fulkerson Algorithmus durch
Wahlen von glnstigen flusserhohenden Pfaden

— Wahle als nachstes den flusserhohenden Pfad mit einer
minimalen Anzahl von Kanten

« durch Breitensuche ermittelbar

« Maximale Anzahl von betrachteten flusserhohenden
Pfaden, und damit Schleifendurchlaufen: n-m

— Ohne Beweis
‘ TEdmonds—Karp(nlm) € O(n-m?)

— Berechnung des maximalen Flusses im Beispiel
mit 2 flusserhéhenden Pfaden

Jack Edmonds, Richard M. Karp: Theoretical Improvements in
Algorithmic Efficiency for Network Flow Problems. In: J. ACM. 19, Nr.

§ VNSRS NroRmaTioNssYsTEME 2,S.248-264, 1972
g
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Anwendung: Maximale bipartite Matchings

- Bipartite Graphen sind Graphen G=(V, E) in denen die
Knotenmenge V in zwei disjunkte Knotenmengen V, und V/,
aufgeteilt werden kénnen (V =V,UV,), so dass
V (u, v) €E: (UEV, A VEV,)V(UEV, A VEV,)

. Beispiel eines bipartiten Graphen:

— Knoten aus V, reprasentieren ausge-
bildete Arbeiter und

— Knoten aus V, reprasentieren Aufgaben,

— Kanten verbinden die Aufgaben mit den

Arbeitern, die sie (bzgl. ihrer Ausbildung)
ausfiihren konnen




Bipartites Matching

- Finde E'CE, so dass VveV: degree(v)<1 bezuglich E’

— 1 Arbeiter kann zur selben Zeit nur 1 Aufgabe erledigen und 1 Aufgabe

braucht nur max. von einem Arbeiter bearbeitet zu werden
- Maximales bipartites Matching: |[E‘| maximal

— maximale Aufteilung der Aufgaben
so wenig Aufgaben wie maoglich bleiben liegen und
so wenig Arbeiter wie moglich sind unbeschaftigt

Nicht maximal: Maximal:

Diese
Aufgaben
konnen nur
von ein und
demselben
Arbeiter
erledigt
werden,
daher kein
grol3eres
Bipartites
Matching
maoglich!

27



Mehrere Quellen und mehreren Senken

- Reduzierung auf maximalen Fluss in Netzwerk mit einer

Quelle und einer Senke durch Einflihrung
— einer Superquelle, die mit allen Quellen
— einer Supersenke, die von allen Senken
mit einer Kante mit unbeschrankter Kapazitat verbunden ist
— Anstatt Kanten mit unbeschrankter Kapazitat kann man auch Kanten
mit der Kapazitat der entsprechenden Quelle bzw. Senke verwenden

Super- Super-
16 P
quelle 00\07,\1\1‘?)2 16 2 o > bz, senke
(21 P
2 bzw. t © bzw. 150 | )

8

> t3
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Losung des maximalen Bipartiten Matchings

- Reduzierung auf das Problem des
maximalen Flusses

— Transformation des bipartiten
Graphen auf einen Graphen flir den quelle 7 Senke
Netzwerkfluss

« Gerichtete Kanten von Knoten aus
\/; zu Knoten aus V, anstatt der
ungerichteten Kanten des bipartiten

Graphen
- Einfihrung einer Quelle, die mit

allen Knoten aus V; verbunden ist Arbeiter Aufgaben
- Einfihrung einer Senke, die mit allen V, V,

Knoten aus V, verbunden ist
- Maximale Kapazitat jeder Kante ist 1

Y
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Maximaler Fluss &
Maximales bipartites Matching

G=(V,U V,, E)

Tbipartite—match(G) € O(c- (n+m))
c bestimmt durch min der
Kantenkostensumme vom

Ausgang von s oder Eingangin t

ERSI
\\\\\\\
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Praktische Fragestellung

-  Wie kann man durch Erhéhung der Kapazitat an

einer/wenigen Kanten den maximalen Fluss erhéhen?
— Betrachte Pfade von der Quelle zu der Senke, deren Fluss die volle
Kapazitat einer Kante ausnutzen
— Erhohe die Kapazitat der Kante(n), die die volle Kapazitat ausnutzen,
um das Minimum der Restkapazitaten der anderen Kanten des Pfades

31
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Ubersicht Giber Max-Flow-Algorithmen

(n=|V|, e=|E|, U=max{c(e) fur alle e€E})

Jahr Autoren Zeit gemessen Zeit, wenn
inn,e, U e = Q(n?)
1069 Edmonds/Karp One) o)
1970 Dinic O(n?%e) O(n%)
1974 Karzanov O(n?) O(n?)
1977 Cherkasky O(n2%e'/?) O(n?)
1978 Malhotra/Pramodh Kumar/
Maheshvari O(n?) O(nd)
1978  Galil O(nb/3¢2/3) O(n?)
1978 Galil/Naamad sowie
Shiloach O(nelog® n) O(n®log’n)
1980 Sleator/Tarjan O(nelogn) O(n®logn)
1982  Shiloach/Vishkin O(n?) O(n?)
1983 Gabow O(nelogU) O(n®logl)
1984 Tarjan O(n?) O(n®)
1985 Goldberg O(n®) O(n?)
1986 Goldberg/Tarjan O(nelog(n?/e)) O(n?)
1986 Ahuja/Orlin O(ne +n?logU) O(n® +n2logl)
1989  Ahuja/Orlin/Tarjan O(ne +n?logU/ loglog U)
O(ne +n2log'/* U)
O(nelog(Zlog'? U +2))
1989 Cheriyan/Hagerup (rand.) O(ne +n?log*n)

1990

s1s™

det. Version von Alon

det. Version von Tarjan
Cheriyan/Hagerup/Mehlhorn

rand.

O(min(nelog n, ne + n®/3 log n))
O(min(nelogn, ne + n?log” n))

O(n3/logn)

O(min(nelogn, ne + n?log” n,n3/logn))

EBEN



Zusammenfassung

« FlUssen in Graphen
« Min-Cut-Max-Flow Algorithmen
« Zuordnungsprobleme
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