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Gemeinsame Teilsequenz (Common Subsequence)

- Teilsequenz einer Zeichenkette: Zeichenkette mit 0
oder mehr ausgelassenen Zeichen

- Gemeinsame Teilsequenz von zwei Zeichenketten
— Teilsequenz von beiden Zeichenketten

. Beispiel:
- x=<ABCBDAB>y=<BDCABA>

— <B C>und <A A> sind
gemeinsame Teilsequenzen von x und y




Langste gemeinsame Teilsequenz

Gegeben sei ein Alphabet 2 und zwei Sequenzen x[1..m]
und y[1..n] in denen jeder Buchstabe aus 2 vorkommt.
Aufgabe: Bestimme eine langste gemeinsame Teilsequenz
(longest common subsequence, LCS)

- NB: ,eine” langste, nicht die langste

<« A B C B D A B
BCBA =
[ N

" LCS(x, y)

. B D C A B A
y ,/

Funktionale Notation
(aber keine Funktion)




Brute-Force-Algorithmus?

Prife jede Teilsequenz von x[1..m] und prufe, ob es sich auch
um eine Teilsequenz von y[1..n] handelt
Analyse:

- 2MTeilsequenzen in x vorhanden (jeder Bitvektor der Lange
m bestimmt unterschiedliche Teilsequenz)
. Die Zeitfunktion dieses Algorithmus ware in ®(2™), der
Algorithmus also exponentiell (--> nicht praxistauglich)
Auf dem Weg zu einer besseren Strategie:
« Ansatz der dynamischen Programmierung
— Bestimme opt. Substruktur, Gberlappende Teilprobleme

« Zunachst: Bestimmung der Lange eines LCS,
dann Bestimmung eines LCS




Optimale Substruktur

. Falls z=LCS(x, y), dann gilt fur jeden Prafix u:
uz ist ein LCS von ux und uy

TN/

. Teilprobleme: Finde LCS von Prafixen von x und y
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Rekursiver Ansatz

[ L ANV /L]

y i

« Fall 1: x[m]=y[n]: Es gibt einen optimalen LCS in dem x[m] mit
y[n] abgeglichen wird — Finde LCS (x[1.m-1], y[1..n-1])
« Fall 2: x[m]= y[n]: Einer kdnnte in LCS sein
— Fall 2.1: x[m] nicht in LCS ——  Finde LCS (x[1.m-1], y[1..n])
— Fall 2.2: y[n] nichtin LCS —+ Finde LCS (x[1..m], y[1..n-1])




Rekursiver Ansatz

[ L ANV /L]

« Fall 1: x[m]:y[n] 7 Reduziere beide Sequenzen um 1 Zeichen
— LCS(x, y) = LCS(x[1..m-1], y[1..n-1]) || x[m]
- Fall 2: x[m] # yln] \Konkatenierung

— LCS(x, y) = LCS(x[1..m-1], y[1..n]) oder

LCS(x[1..m], y[1..n-1])

\
Reduziere eine der Sequenzen um 1 Zeichen

S %
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Finden der Lange eines LCS

X i

[ L ANV /L]

y i

. Seic[i, j] die Lange von LCS(x[1..i], y[1..j])
dann ist c[m, n] die Lange von LCS(x, v)

. Falls xIm] = y[n] dann
c[m, n] =c[m-1,n-1] + 1

. Falls x[m] # y[n] dann
c[m, n] = max({c[m-1,n], c[m, n-1]})
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Generalisierung: Rekursive Formulierung

N cfi-1,j-11+1 falls x[i] = y[j],
cli,jl = max{c[i—1,j], C[i,j—1]} sonst

IM FOCUS DAS LEBEN 9




Rekursiver Algorithmus fur LCS

procedure LCS(x, v, i, j):
if x[i] = y[ J]
then i, j] := LCS(x, y, i-1,j-1) + 1
else c[i, j] := max({ LCS(x,y,i-1,])),
LCS(x, y, i, j-1)})

Schlimmster Fall: x[i] = y[ j]
dann zwei Subprobleme, jedes mit nur
einer Dekrementierung (um 1)

rSI
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Rekursionsbaum

m=3,n=4: @
@ gleiche @
Teilprobleme

19 23 23) () min
1) (22 1) (22

Hohe = m + n = potentiell exponentieller Aufwand
mit wiederholter Losung gleicher Teilprobleme!
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Dynamische Programmierung

Finde richtige Anordnung der Teilprobleme
- Gesamtanzahl der Teilprobleme: m - n

o cli-1,j-1]1+1 falls x[i] = yl[j],
cli, jl = max({cli-1, j], cli, j-11}) sonst.

0 j n

[
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Algorithmus LCS

Function LCS-length(X, Y):
m := length(X); n :=length(Y)
c: Array [0..m, 0..n] of Integer
forifrom1tomdoc[i0]:=0  //Sonderfall: Y[O]
forjfrom1tondoc[0,j]:=0 // Sonderfall: X[O]
forifrom 1tom // fur alle X[i]
forjfrom 1ton // fur alle Y[j]
if X[i] = Y[j] then
clijl ==cli-1,j-11+ 1

else cli,j] := max({c[i-1,j], c[i,j-11})

return c

E@I UNIVERSITAT ZU LUBECK IM FOCUS DAS LEBEN 13
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LCS Anwendungsbeispiel

- X=ABCB
- Y=BDCAB

Was ist der LCS von X und Y?

LCS(X, Y) =BCB
X=AB C B
Y= BDCAB

14



LCS Beispiel (0)

] 0 1
1 Y[j] B
0 X[1]
| A
) B
3 C
4 B

X=ABCB; m=|X|=4
Y =BDCAB;n=[Y|=5
Alloziere Array c[5,6]

5 R
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LCS Beispiel (1) ABCB
] 0 | 2 4 5 BDCAB

i Yj] B D A B

0 X[ o | o 0 | 0

1 Al

2 B 0

3 C | o

4 B 0

forifrom1tom ([i0]:=0

forjfrom1ton ¢[0,j]:=0
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LCS Beispiel (2) ABCB

,,,,,
\\\\\\

B
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0 1 » 3 4 sBDCAB
vij) (B) D € A B

o |, 00 |0 |0 | o0

‘V

07 0

0

0

0

cli,jl .= cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-1]
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LCS Beispiel (3)

]
1
0 X[1]
| A
) B
3 C
4 B

ABCB

0 1 » 3 4 5BDCAB
Yj] B D C A B
0 0 0 | 0 | 0
0 0| 0 | 0
0
0
0

if X;=Y,then

cli,jl .= cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)
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LCS Beispiel (4)
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ABCB
BDCAB

>
() Udu]

S | & |-

cli,jl :=cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)
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LCS Beispiel (5) ABCB

i 0 1 2 3 4

i Y] B D C A (B
0 Kill o | o 0 | 0o | o
1 @ 0 0 0 0 1 — 1
2 B 0
3 C | o
4 B 0

clijjl :==cli-1,j-11+ 1

else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)



LCS Beispiel (6) ABCB

i 0 1L 2 3 4 s BDCAB

i YG](BY D C A B

0 Xl o ol o | o | 0 | o

1 Alololo | o | 1|1

\‘\

’ 0 | 1

3 C | o

4 B 0

cli,jl .= cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)
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LCS Beispiel (7) ABCB

i o 1 2 3 4 5BDCAB
i vj] B (D ¢ ADB
0 Xl ol ol o 0o | o0 o
1 Adlololo o |1 |1
: 0 | 1 | 1 1 1
3 C | o
4 B 0

cli,jl .= cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)
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LCS Beispiel (8) ABCB

io0 1 » 3 4

i Y] B D ¢ A (B
0 A SEL I 0o | 0 | o0
1 Adol ol o o | 1 J1

cli,jl :=cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)

S O
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LCS Beispiel (9) ABCB
BDCAB

EEN W )

&

<
[—Y
|
v

-
[—Y

cli,jl .= cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)
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LCS Beispiel (10) ABCB

io0 1 2 , sBDCAB
i Y] B D @ A B
0 XKillo ol o | 0 | 0o | o
1 Alolol o | o | 1|1

~ ) (\O)
()
—
—
»
(\®

cli,jl :=cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)
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LCS Beispiel (11) ABCB

] 0 1 2 3
i Y] B D C (A B
S —
0 A SEL I 0o | 0 | o0
1 Alololo | o | 1 |1
2 B lol 111 1] 1.2

cli,jl .= cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)

,,,,,
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LCS Beispiel (12) ABCB

io0 1 » 3 4 sBDCAB

i YG1(BY P C A B
0 Xlo ol o | o | 0 | o
1 Alololo | o | 1 |1
2 B lol 11111 2
3 C o 1 1 2 2 2

\
: 0 | 1

cli,jl :=cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)
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LCS Beispiel (13) ABCB

io0 1 » 1 4 sBDCAB
i vjl BCD C A DB
0 A SEL I 0o | 0 | o0
1 Alololo | o | 1 |1
2 B lol 11111 2
3 Clo | 1|1 |2 |22
R
4 0 171 2 T2

cli,jl .= cli-1,j-11+ 1
else cli,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-11)
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LCS Beispiel (14) ABCB
;BDCAB

i 0 1 2 3 4
i Yj] B D C A
0 Xl ol o] 0o | 0| 0o o
1 Alololo | o | 1|1
2 B ol 10111 | 2
3 Clo | 1|1 |2 | 22
4 0| 1| 1 2 2 @

clijl = cli-1,-11 + 1
else [i,j] := max( c[i-1,j], c[i,j-1])
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LCS-Algorithmus: Analyse

 Der LCS-Algorithmus bestimmt die Werte des Feldes
c[m,n]

. Laufzeit?

O(m-n)

Jedes cli,j] wird in konstanter Zeit
berechnet, und es gibt m:n Elemente
in dem Feld

M ©

MUY = universiTAT zu LoBECK
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Wie findet man den tatsachlichen LCS?

Fur c[i, j] ist bekannt wie es hergeleitet wurde:
. cli-1,j-1]+1 falls x[i]=y[j],
C[l9]] = .o : :
max(cli, j—1],cli—1,j]) sonst

Match liegt nur vor, wenn erste Gleichung verwendet
Beginnend von c[m,n] und rickwartslaufend,
speichere x[i] wenn cl[i,j] = c[i-1, J-1]+1.

2 N 2 Zum Beispiel hier
2 | 3 clijl =cli-1,j-1]1 +1 =2+1=3

31



Finde LCS Zeit fur Ruckverfolgung: O(m-+n)

i 0 1 2 3 4 5
| Yji B D C A B
0 X ol ol o | o | o] o
1 Aol ol o | o | 1|1
2 Bl o | 1«1 1 1 2
3 C | o 1 1 \ 2 = 2 2
4 B | o | 1 1 2 2
LCS (umgekehrt): B C B
B CB

LCS (richtig dargestellt):
(ein Palindrom)

aaaa
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Dynamische Programmierung: Restaurant-Platzierung

. Stadtet, t,, ..., t, an der Autobahn

- Restaurants in t; haben von der Gré3e der Stadt abhangigen
geschatzten jahrlichen Profit p.

« Restaurants mit Mindestabstand von 10 km aufgrund von
Vorgaben

. Ziel: Maximierung des Profits — grof3er Bonus

o—_ro—o—0—0 H r-o—o—o0— )0 O
—
10 km

33



Brute-Force-Ansatz

. Jede Stadt wird entweder gewahlt oder nicht
. Testen der Bedingungen fir 2" Teilmengen

. Eliminiere Teilmengen, die Einschrankungen nicht
erflllen

- Berechne Gesamtprofit flir jede Ubrigbleibende
Teilmenge

- Wahle Teilmenge von Stadten mit grolSstem Profit

e O(n-2")

34



Naturlich-gierige Strategie 1

o (e O @ O o ro—e 0@ o @

« Nehme erste Stadt. Dann nachste Stadt mit
Entfernung >= 10 km

- Konnen Sie ein Beispiel angeben, bei dem nicht die
richtige (beste) Losung bestimmt wird?

100k 100k

oo

500k

aaaa
SRS Y INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME
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Naturlich-gierige Strategie 2

o @o—o0o @ o oo e o @ o @

« Nehme Stadt mit hochstem Profit und dann die nachsten,
die nicht <10 km von der vorher gewahlten Stadt liegen

- Kdnnen Sie ein Beispiel angeben, bei dem nicht die richtige
(beste) Losung bestimmt wird?

300k 300k

500k

ST e

b V| N
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Formulierung tGber dynamische Programmierung

Nehmen wir an, die optimale Losung sei gefunden

Entweder enthalt sie t,, oder nicht
Fall 1: t, nicht enthalten

— Beste Losung identisch zur besten Losungvon t,, ..., t,
- Fall 2: t, enthalten
— Beste Losung ist p, + beste Losung fur t;, ..., t;, wobei j < n der

groBte Index ist, so dass dist(t;, t,) = 10

o—_ro—o0—0C—o0 o—o0—(—o00i0

OQC _/ :

o—{( ro—o—0O—o0 ol o000 () ico @
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Formulierung als Rekurrenz

. Sei S(i) der Gesamtprofit der optimalen Lo6sung, wenn die
ersten i Stadte betrachtet, aber nicht notwendigerweise
ausgewahlt wurden

— S(n) ist die optimale Losung flir das Gesamtproblem

S(n-1)
S(n) = max {
S(j) + p, j <n&dist(t, t)) = 10, j maximal
l Generalisiere
S(i-1)
S(i) = max {
S(j) + p; j <i&dist(t;, t;) =10, j maximal

Anzahl der Teilprobleme: n. Grenzfall: S(0) = 0.

... Abhangigkeiten: ¢




Beispiel

Distanz (km)
100 5 2 2 6 6 3 6 10

L S o—@oo—@—o0oo0o—O0 @ M

Profit 6 7 9 8 3 3 2 4 12 5
S6) Vot b e, P
’\ngg _/ A _J
| S(i-1) Optimal: 26
S(i) = max {
S(j) + p; j<i&dist(t, t) =10

- Natdrlich-gierig1: 6 +3+4+12=25
« Natdrlich-gierig2: 12+9+4 =25

S %
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Aufwandsanalyse

« Zeit: ®(nk), wobei k die maximale Anzahl der Stadte
innerhalb von 10km nach links zu jeder Stadt ist

— Im schlimmsten Fall ®(n?)
— Kann durch Vorverarbeitung verbessert werden zu ®(n)

. Speicher: 0(n)
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