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DataStructures.jl
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DataStructures.jl
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Deque
CircularBuffer
CircularDeque
Stack and Queue
Priority Queue
Fenwick Tree
Accumulators and Counters
Disjoint-Set
Heaps
OrderedDicts and OrderedSets
DefaultDict and DefaultOrderedDict
RobinDict
SwissDict
Trie
Linked List
Mutable Linked List
DataStructures.IntSet
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» DataStructures.jl

DataStructures.jl

This package implements a variety of data structures, including

Deque (implemented with an unrolled linked list)
ClrcularBuffer
Deque (based on a circular buffer)

Stack

Queue
Priority Queue
enw
° Accumulators and Counters (i.e. Multisets / Bags)

K lree

e RobinDict and OrderedRobinDict (implemented with Robin Hood Hashing)
e SwissDict (inspired from SwissTables)
. D|ct|on i i

° DataStructures.IntSet
e SparselntSet
e DiBitVector

e RedBlack Tree
e AVLTree
e Splay Tree

© Edit on GitHub
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Partitionen einer Menge

. Disjunkte Teilmengen, die zusammen die
Ursprungsmenge ergeben

- T = {11 51 81 101 31 4'1 7} Identifizierung
— Partition: T; und T einer Partition?

—T=T1UT2,T10T2=(Z)




Datenstruktur fur Disjunkte Mengen

Wozu brauchen wir so eine Datenstruktur?

- Anwendungen im Bereich Data-Mining
— Clusterbildung und Clusterverschmelzung

. Effiziente Implementierung von Algorithmen
far Graphen (kommt demnachst)

Was muss die Datenstruktur maoglichst in O(1) kdnnen?

. Testen, ob zwei Elemente zu derselben Menge gehoren
- /wei Mengen vereinigen




Reprasentation von Disjunkten Mengen

- Haufiges Verwendungsmuster:
— Inititale Bildung von einelementigen Mengen

— Anschliel3ende Vereinigung von Mengen (Partitionen
werden immer groBer, deren Anzahl nimmt ab)

- Reprasentation mit ADTs: Menge von Teilmengen?
— find: Sind zwei Knoten in gleicher Menge?
— find am Anfang in O(n)

- n einelementige Mengen
— find am Ende in O(log n)
- eine n-elementige Menge

— unionin O(?)




Identifizierung einer Partition

- Element aus Partition als Reprasentant
- T =1{1,5,8,10,3,4,7}
— T;: Reprasentant 5

— T,: Reprasentant 4
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Test: Zugehorigkeit zur selben Partition?

- Gegeben: Partitionierung, Elemente: 1 und 10, 1 und 3

. Test Uber Gleichheit der Reprasentanten
— Anforderung: schnell auf den Reprasentanten kommen




Vereinigung zweier Partitionen

- Gegeben: Partitionen mit Reprasentant
— Partitionen: 71,7,

- Elemente vereinigen, einen Reprasentanten behalten
— Anforderung: schnell zwei Mengen verschmelzen




Union-Find Datenstruktur: Partitionierung

Operationen:

- make_pset(elems): erzeugt eine partitionierte Menge
mit Einer-Partitionen der Elemente elems

. union(T,,T,, pset): vereinigt Elementein T, und T, zu
T, UT,in pset, die Mengen T, und T, werden Uber den
Reprasentanten eindeutig referenziert. Ggf. wird pset
verandert, wenn die Reprasentanten gleich sind wird
pset allerdings nicht verandert

- find(x, pset): gibt (eindeutigen) Reprasentanten der
Teilmenge aus pset zurtck, zu der x gehort

10



Union-Find Datenstruktur

SeiP=T,UT,
Find(10, P) liefert 5 Find(7, P) liefert 4
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Union-Find Datenstruktur

SeiP=T,UT,

Union(T,, T, P):

IM FOCUS DAS LEBEN 12




Union-Find Datenstruktur

Find(10, P) liefert 4
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Reprasentation einer Partition?

1. Verkettete Liste mit Reprasentant als Listenende und
Endelementzeiger (wie bei Schlangen)

— Schnell bei union (eine Liste an andere hangen) O(1)
— Langsam bei find (durchlaufen bis zum Ende) O(n)

2. Zweischichtiger Baum mit Reprasentant als Wurzel,
Elemente als Blattknoten unter Wurzel mit Zeigern auf
Wurzel
— Schnell bei find (sofort von Blatt an Wurzel) O(1)

— Langsam bei union (flr eine Partition alle Blattknoten und
Wurzel umhangen) O(n)
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Union-Find Datenstruktur: Gerichteter Baum

Idee: Reprasentiere jede der m Teilmengen T, einer
Partitionierung P als mehrschichtigen gerichteten Baum
mit Wurzel als Reprasentant

— Partitionierung als Wald von m Baumen @

/N

Galler, Bernard A.; Fischer, Michael J., An improved equivalence
algorithm, Communications of the ACM 7 (5): 301-303, 1964 15




Union-Find-Datenstruktur als Black-Box-ADT

- Abbildung von Schlusseln auf (interne) Knoten in O(1) notwendig
— Realisierbar bei ganzen Zahlen als Schlussel z.B. Gber Array
— Werte der Arrayelemente sind Zeiger auf (interne) Knoten
— Schlussel werden als Indexe verwendet
— Assoziation Schlissel zu Knoten in O(1)
— Array gespeichert als interne Reprasentation in pset

« Weitere Techniken zur Assoziation von Schliisseln zu Knoten
in O(1) lernen wir spater kennen

— Schlussel konnten dann auch komplexe Objekte sein

Beispielimplementierung

in Julia vorhanden.‘
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pset

Internal View

type

internal_repr

» Partitioning

Find(10, p) = Find(7, p)




Union-Find Datenstruktur

Realisierung der Operationen:
 union(T,,T,):

52

— T, und T, werden Uber den
Reprasentanten referenziert

« find(x): Suche Wurzel des Baumes,

in dem sich x befindet
(Also: suche Reprasentanten)
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Union-Find Implementierung

Naive Implementierung:

- Rechtes Argument von union kommt nach oben
— union(1,5,...), union(8,5,...), union(10,5,...), ...
— union(1,5,...), union(5,8,...), union(8,10,...), ...

Beobachtung
. Tiefe des Baums kann bis zu n sein
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Analyse der Komplexitat

Naive Implementierung:
. Zeit fur find(x): O(n)
« Zeit fur union(T,, T,): O(1)
— Annahme: T, und T, liegen durch Reprasentanten vor

- Was kdnnen wir verbessern?
— Tiefe des Baums reduzieren beim Erzeugen mit union

uuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Union-Find Implementierung

Gewichtete Union-Operation: Mache die Wurzel des flacheren
Baums zum Kind der Wurzel des tieferen Baums

Wir brauchen als Knotenkomponente zusatzlich zu parent
noch die Tiefe, rank genannt

Ordne jedem Element x zu:

rank(x) = Tiefe des Unterbaums von Knoten x
(eigentlich inverser Baum: Kinder von x zeigen auf x)

« Initialer Wert: x.rank =0

« union(T,,T,): Erhéht rank(x) um 1 flr Wurzel x der
Vereinigung, wenn flr die Reprasentanten T,, T, gilt:
rank(T;) == rank(T,)
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Union-Find Implementierung : rank(x)

« Veranderung von rank(x) bei union(T,,T,)

— Gleiche Range
‘O O

1 1 O
o) i OO/ \QO

Worst Case fur rank(x) bei n Elementen?

— Unterschiedliche Range
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Union-Find Implementierung

Beh.: Tiefe des Baums mit n Elementen ist in O(log n)
Begrundung:
« DieTiefe von T=T, U T, erhoht sich nur dann, wenn
Tiefe(T,)=Tiefe(T,) ist
« Sei N(t) die min. Anzahl Elemente in Baum der Tiefe t
« Esqilt N(t) = 2:N(t-1) = 2t mit N(0)=T1
— Beweis Uber Substitutionsmethode (oder Induktion)

- Furt=log nsind alle Knoten unterbracht, denn
N(log n) = 2/°9" =n
. Tiefetin O(logn)
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Union-Find Implementierung

Beobachtungen (*):
. Bei n Elementen ist die max. Tiefe eines Baums log n
« In einem Baum der Tiefe t sind min. 2t Elemente

- Bei n Elementen im gesamten Wald gibt es max. n/2!
Knoten der Tiefe t

24



Gewichtetes Union: Analyse der Komplexitat

Mit gewichteter Union-Operation:
 Zeitfur find: O(log n)
. Zeit flr union: O(1)

Geht das noch besser fur find?

- Best Case fur Find-Operation: Eingabe ist Reprasentant
bzw. fihrt immer sofort zum Reprasentanten: O(1)

« Bei find(x) durchlaufen wir sowieso den Pfad
vom Element x zum Reprasentanten

— ldee: Elemente auf Pfad direkt auf Wurzel (Reprasentant)
umleiten (Pfadkompression) (jeweils konstanter Aufwand)

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
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Union-Find: Verbesserung

Besser: gewichtetes Union mit Pfadkompression

- Pfadkompression bei find: alle Knoten auf dem Pfad von
x zur Wurzel zeigen hinterher direkt auf Wurzel

/ O\/ \Q\
O @,\ O
O

Hopcroft, J.E. and Ullman, J.D.; Set Merging Algorithms, SIAM Journal of
Computing 2(4), S. 294-303, 1973.

" Robert E. Tarjan, Jan van Leeuwen. Worst-case analysis of set union
algorithms, Journal of the ACM 31 (2), S. 245-281, 1984
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Union-Find: Verbesserung

Besser: gewichtetes Union mit Pfadkompression

- Pfadkompression bei find: alle Knoten auf dem Pfad von
x zur Wurzel zeigen hinterher direkt auf Wurzel

Jeder zugegriffene Knoten
/ \ auf dem Pfad wird
Q Q umgeleitet

O

Hopcroft, J.E. and Ullman, J.D.; Set Merging Algorithms, SIAM Journal of
Computing 2(4), S. 294-303, 1973.

' Robert E. Tarjan, Jan van Leeuwen. Worst-case analysis of set union
algorithms, Journal of the ACM 31 (2), S. 245-281, 1984
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find (a) Amortisierte Analyse: Arbeit von

— Find so auf Union umverteilen,
dass Ty nion in O(1) bleibt und T, 4
Union erzeugt fiir N von einer moglichst klginen
. find mehr Arbeit Funktion deckelt wird
//
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Union-Find Implementierung : rank(x)

 Auswirkung von Pfadkompression bei find
Tiefe: 2 3

, /%k 1 Tiefe: 12 // k 1
) Q @ 2
Ny Ne oS

Aktualisierung
Q der Range kostet
\ ) zu viel Zeit (man

musste alle Kinder

Beobachtungen: anschauen)!
Auf dem Weg zur Wurzel: rank(x;) aufsteigend

Neuer Elternknoten hat héheren Rang
Range werden nicht angepasst und sind nur noch eine obere Schranke

29



Amortisierte Analyse

Theorem: Bei gewichtetem union und Pfadkompression ist
die amortisierte Zeitfunktion fir find in O(log* n).

Was ist log* n?

IM FOCUS DAS LEBEN 30




Iterierter Logarithmus log* n

Bemerkung: log* n ist definiert als

log*¥n=0flirn<1
log* n=min{i>0]loglog ...logn < 1} sonst

i-mal
Beipiele:
« log*¥2=1
- log¥4=2
« log*16=3
. Og* 265536 =5

log* n wachst sehr langsam

SR,
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Union-Find Datenstruktur: Amortisierte Analyse

Theorem: Bei gewichtetem union und Pfadkompression ist die
amortisierte Zeitfunktion fur find in O(log* n)

Beweis:

T": endgultiger Baum, der durch eine Folge von unions ohne
finds entsteht

Ordne jedem Element x zwei Werte zu:
rank(x) = Hohe des Unterbaums mit Wurzel x

class(x) =ifurdasimita_,<rank(x) < a,
wobei a_;=-1,a,=0 und a, = 221 flr alle i>0

i=class -1 01 2 3 4 5
a; -1,0,1,2, 4, 16, 65536
rank O 1234 56,7,...16

Anzahl Klassenwechsel bis a;: log* a;

32



Union-Find Datenstruktur

Beispiel:

X: rank

x: class

5
65536
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Amortisierte Analyse: Potentialmethode

Vorbereitung der Potentialdefinition:

« Seit dist(x) die Anzahl von Schritten “nach oben” bis
zum Klassenwechsel

. Sei dist(x) die minimale Distanz von x
zu einem Vorfahr y im tatsachlichen Union-Find-
Baum T (mit Pfadkompression),
so dass class(y)>class(x) ist oder y die Wurzel ist

« dist fur Wurzeln =0

2 WY
SXRSS2 Y INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME
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Union-Find Datenstruktur

Dist-Beispiel fur T x: rank
5
x: class
: dist

JERST
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Amortisierte Analyse: Potentiale

Beweis (Fortsetzung):

 Bei union soll Potential zunehmen
— Far find wird mehr Arbeit produziert
— Rang der neuen Wurzel kann steigen

— Werte dist(x) von Knoten x unter der Wurzel steigen evtl. auch
(wenn kein Klassenwechsel),

. Beifind fur Knoten x soll Potential abgebaut werden
— Nachfolgende Aufrufe von find flir den gleichen Knoten in O(1)
— Nach Umhangen von Knoten x an die Wurzel: dist(x) = 1
— Wir wollen die Arbeit von find auf die Aufrufe von union umverteilen,

so dass die aymptotische Komplexitat von union sich nicht andert
(auf jeden Union-Aufruf kommt konstanter Anteil)

- Wie viele Einzeloperation in find kann man auf union umlegen, damit
das gewabhrleistet bleibt?

Definition der Potentialfunktion: Sei T ein Union-Find-Baum
D(T) :=c X, 7 dist(x) fur eine geeignete Konstante c>0

,,,,,
,,,,,,,
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Union-Find: Amortisierte Analyse

Amortisierte Kosten von find:

« Xy — X; — X, ... X: Pfad von x, zur Wurzel in T’

 Es gibt auf dem Pfad hochstens log* n Kanten
(X:_1,%;) mit class(x;_;)<class(x:) 5

e Ist class(x; {)=class(x;) und i<k,
dann ist dist(x; ;) vor der
Find-Operation >2
und nachher =1

2 WUAYT & UNIVERSITAT ZU LUBECK
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Union-Find: Amortisierte Analyse

Amortisierte Kosten von find:

- Damit kdnnen die Kosten flir die Umlenkung aller
Kanten (x;_;,x;) mit class(x;_;)=class(x;) aus der
Potentialverringerung “bezahlt” werden, denn die
dist-Werte von x, , werden kleiner,

wenn class(x,_;)=class(x;), also @ (s")- P (s) <0

« Nur beim Klassenlibergang gewinnt man nichts
— O(log* n) viele Klassentibergange
- Amortisierte Kosten von find also O(log* n)
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Uberlegung

- Die Anzahl der Umhangevorgange geht auf find und hangt
von n ab.

- Wir wurden eigentlich gern die Arbeit fur jeden
Umhangevorgang auf union umverteilen
(“ aus Potentialverringerung bei find bezahlen”)

- Warum konnen wir nicht alle Schritte von find ausgehend
von x auf die Union-Aufrufe umverteilen?

- Das ware ja fur n Elemente bei konstantem
Umlenkungsaufwand maximal n Schritte

- Dann ware find doch amortisiert in O(1), oder?
- Haben wir eine Obergrenze flir das Potential?

39



Union-Find: Amortisierte Analyse

Maximales Potential, das durch alle Union-
Operationen produziert wird:

- dist-Anderungen Uber alle Unions bzgl. T ist
gleich ©(T’) (Reihenfolge der Unions egal)

dist-Anderungen
T T, T

class(T,) =

Potential von Baum T’ mit n Knoten:
@(T,) S C Z|:O|Og* : Zx;rank(x)e [ai—1+1’ a|] diSt(X)

class(T,)

40



Union-Find: Amortisierte Analyse

q)(TI) <C Zizolog* " Zx:rank(x)E[ai_1+1, ai] diSt(X)

Alle Unterbaume, deren Wurzel x den Rang rank(x)=j haben, sind disjunkt
und enthalten jeweils mind. 2 Knoten: Es gibt n/2) Baume der Tiefe |
(siehe Beobachtung (¥))

DO(T) <299 " (n/2)a, mit j=a_+1, a; = dist(x)
< N9 N a, / 23
<c N9 ni

i=class 1012 3 4 5
N a 1,0,1,2, 4, 16, 65536
€ O(n log* n) rank 01234 567,.16

Nach n Umlenkungen bei find: ®(T) € O(n log* n) / n-O(1) = O(log* n)
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Zusammenfassung: Disjunkte Mengen

. find € O(log* n) amort., union € O(1)

— Die find-Abschatzung kann tatsachlich noch deutlich
verbessert werden': O(a(n)) amort,,
wobei o die Umkehrfunktion der Ackermannfunktion ist,
also SEHR SEHR langsam wachst

- Konnen wir find auf O(1) bringen?
— Nur wenn union nicht mehrin O(1)

— Man kann nicht gleichzeitig
find und union in O(1) bringen?

" Robert E. Tarjan, Jan van Leeuwen. Worst-case analysis of set union
algorithms, Journal of the ACM 31 (2), S. 245-281, 1984

2 M. Fredman, M. Saks. The cell probe complexity of dynamic data
structures, In: Proceedings of the Twenty-First Annual ACM Symposium on
Theory of Computing., S. 345-354, 1989
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