JERST
Rl 74

<}

Algorithmen und Datenstrukturen

Prof. Dr. Ralf Mdller
Universitat zu Liibeck
Institut fiir Informationssysteme

Magnus Bender (Ubungen)
sowie viele Tutoren

& INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME



Danksagung

« Animationen wurden Ubernommen aus dem Kurs:
CS 3343 Analysis of Algorithms von Jianhua Ruan

- Inhalte sind angelehnt an

- Wer ein “Skript” sucht,
ist hier richtig

5 RUNT 5 UNIVERSITAT ZU LUBECK
g [SS2 4~  INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME
e S

Oldenbourg Verlag

Thomas H.Cormen, Charles E. Leiserson,
Ronald Rivest, Clifford Stein

Algorithmen —
Eine Einfuhrung

4.Auflage

IM FOCUS DAS LEBEN 2




Algorithmen-Entwurfsmuster

Beispielproblemklasse: Optimierungsprobleme
- Beladungsprobleme

- Anordnungsprobleme

« Planungsprobleme

Naiver Ansatz (Brute-Force) ist fast immer kombinatorisch
oder die optimale Losung wird nicht gefunden
(Unvollstandigkeit)

Entwurfsziel: Vermeidung von Kombinatorik
unter Beibehaltung der Vollstandigkeit
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Uberblick

- Dynamische Programmierung

— Name historisch begrindet (sollte gut klingen, kein
Bezug zum heutigen Begriff der Programmierung)

— Bellmans Optimalitatsprinzip

— Fragestellung: Wie kdnnen Problemlésungen aus
Losungen fur Teilprobleme hergeleitet werden, so dass
Vollstandigkeit erreicht wird

. Gierige Algorithmen (Greedy Algorithms)

— Verfolgung nur des augenscheinlich
aktuell glinstigsten Wegs zum Ziel

— Fragestellung:
Wann sind gierige Algorithmen vollstandig?
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Klrzeste Wege als Optimierungsproblem betrachtet




Bellmans Optimalitatsprinzip

Behauptung: Falls ein Weg start—goal optimal ist, muss jeder
Teilweg x—y, der auf dem optimalen Pfad liegt, optimal sein

b c a+ b + cist kilirzester Weg

(startm~—(x yr~~goaD b <b

b’ a+b +c<a+b+c

Beweis durch Widerspruch:

- Falls Teilweg b zwischen x und y nicht kiirzester Weg,
konnen wir ihn durch kirzeren Weg b’ ersetzen

 Dadurch wird der Gesamtweg kuirzer und der betrachtete
Weg start—qgoal ist nicht optimal: Widerspruch

 Also muss b der kiirzeste Weg von x nach y sein

R. Bellman, On the Theory of Dynamic Programming,
Proceedings of the National Academy of Sciences, 1952




Problem des klrzesten Pfads

20
5
RO AT

SP(start, goal) = min <

( dist(start, A) + SP(A, goal)
dist(start, B) + SP(B, goal)

L dist(start, C) + SP(C, goal)
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Problem des klrzesten Pfads

20
S

SP(start, goal) = min <

( dist(start, A) + SP(A, goal)
dist(start, B) + SP(B, goal)

L dist(start, C) + SP(C, goal)
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Ein spezielles Szenario fur den klrzesten Pfad

—

n G

Jeder Kante sind (verschiedene) Kosten zugeordnet. Schritte nur nach
<. rechts oder nach unten maglich. Ziel: Kiirzester Weg von S nach G.



Betrachtung eines Losungsansatzes

.
Annahme: Kiirzester Pfad gefunden {\ \\
. Folgende Kanten kommen vor ﬁ\ \

— (m, n-1) nach (m, n) Fall 1 N

— (m-1,n) nach (m, n) Fall 2 \\ \—\(
. Fall 1: . ~ _)g

— Suche kurzesten Pfad von (0, 0) nach (m, n-1)
— Length(SP(0, 0, m, n-1)) + dist(m, n-1, m, n) ist die kiirzeste Pfadlange
Fall 2:

— Suche kurzesten Pfad von (0, 0) nach (m-1, n)

— Length(SP(0, 0, m-1, n)) + dist(m-1, n, m, n) ist die kiirzeste Pfadlange
Wir wissen nicht, welcher Fall eintreten wird

— Falls wir die zwei Pfade haben, konnen wir aber vergleichen

— Dann lasst sich der kiirzeste Pfad leicht bestimmen

& %
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Rekursiver Losungsansatz

Sei F(i, j) = length(SP(0, 0, i, j)). => F(m, n) die Lange des SP von (0, 0) nach (m, n)

% N F(m-1, n) + dist(m-1, n, m, n)
— F(m, n) = min{
\l
"\ \\ F(m, n-1) + dist(m, n-1, m, n)
\\ l Generalisierung
AN F(i-1, j) + dist(i-1, j, i, j)

F(i, j) = min {
F(i, j-1) + dist(i, j-1, i, j)

S o
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Vermeide Neuberechnungen

Um den kulirzesten Pfad von

(0, 0) nach (m, n) zu finden,
bendtigen wir die kiirzesten
Pfade nach (m-1, n) und (m, n-1)

Bei rekursivem Aufruf werden
Losungen immer wieder neu
berechnet

Strategie:

Lose Teilprobleme in richtiger
Reihenfolge, so dass
redundante Berechnungen
vermieden werden

12



Prinzip der Dynamischen Programmierung

Sei F(i, j) =SP(0, 0,1, ]j). => F(m, n) die Lange von SP von (0, 0) nach (m, n)

n

J F(i-1,j) + dist(i-1, j, i, j)
D) F(|,J) = mln{

F(i, j-1) + dist(i, j-1, 1, j)

i < \

i=T.m,j=1.n
Anzahl der Unterprobleme: m - n

Grenzfall:i=0oderj=0
Leicht zu identifizieren

Datenabhangigkeit definiert
Anordnung der Teilprobleme;
hier von links nach rechts,

von oben nach unten 13




Dynamische Programmierung: lllustration

F(i-1, j) + dist(i-1, j, i, j)
F(i, j) = min {
F(i, j-1) + dist(i, j-1, i, j)

IM FOCUS DAS LEBEN 14




Rickverfolgung zur Bestimmung der L6sung

(0 D2 B2
5 3 3 3 3
5 — (O (B——(I——()
2 3| 3 9 3
@ 92 11 2 @=3@6>
6 7 4
13) 17— 20)
4 I 3 1 3
(17) @ 18 20G

Klrzester Pfad hat die Lange 20
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Elemente der Dynamischen Programmierung

- Optimale Unterstrukturen
— Optimale Lésungen des ursprunglichen Problems enthalt
optimale Losungen von Teilproblemen
. Uberlappung von Teilproblemen

— Einige Teilprobleme kommen in vielen L6sungen vor
— Formulierung von Losungen als Rekurrenz auf
Teilldsungen
. Speicherung und Wiederverwendung

— Wahle Ordnung der Teilprobleme sorgfaltig aus, so dass
jedes Teilproblem eines héheren Problems vorher geldst
wurde und die Losung wiederverwendet werden kann

Richard Bellman: Dynamic Programming. Princeton University Press, 1957 16



Uberblick Giber betrachtete Probleme

GERST
\\\\\
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Sequenzausrichtungsprobleme (mehrere Varianten)

— Vergleich zweier Zeichenketten auf Ahnlichkeit
. Definition von Ahnlichkeit ndtig

 Nutzlich in vielen Anwendungen
— Vergleich von DNA-Sequenzen, Aufsatzen, Quellcode

— Beispielproblem: Longest-Common-Subsequence (LCS)
Anordnungsprobleme

Planungsprobleme (Scheduling)

Rucksackproblem (mehrere Varianten)
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Gemeinsame Teilsequenz (Common Subsequence)

- Teilsequenz einer Zeichenkette: Zeichenkette mit 0
oder mehr ausgelassenen Zeichen

- Gemeinsame Teilsequenz von zwei Zeichenketten
— Teilsequenz von beiden Zeichenketten

. Beispiel:
- x=<ABCBDAB>y=<BDCABA>

— <B C>und <A A> sind
gemeinsame Teilsequenzen von x und y

18



Langste gemeinsame Teilsequenz

Gegeben sei ein Alphabet 2 und zwei Sequenzen x[1..m]
und y[1..n] in denen jeder Buchstabe aus 2 vorkommt.
Aufgabe: Bestimme eine langste gemeinsame Teilsequenz
(longest common subsequence, LCS)

- NB: ,eine” langste, nicht die langste

<« A B C B D A B
BCBA =
[ N

" LCS(x, y)

. B D C A B A
y ,/

Funktionale Notation
(aber keine Funktion)

19



Brute-Force-Algorithmus?

Prife jede Teilsequenz von x[1..m] und prufe, ob es sich auch
um eine Teilsequenz von y[1..n] handelt

Analyse:

- 2MTeilsequenzen in x vorhanden (jeder Bitvektor der Lange
m bestimmt unterschiedliche Teilsequenz)

. Die Zeitfunktion dieses Algorithmus ware in ®(2™), der
Algorithmus also exponentiell (— nicht praxistauglich)

Auf dem Weg zu einer besseren Strategie:

« Ansatz der dynamischen Programmierung
— Bestimme opt. Substruktur, Gberlappende Teilprobleme

« Zunachst: Bestimmung der Lange eines LCS,
dann Bestimmung eines LCS

20



Optimale Substruktur

. Falls z=LCS(x, y), dann gilt fur jeden Prafix u:
uz ist ein LCS von ux und uy

TN/

. Teilprobleme: Finde LCS von Prafixen von x und y

,,,,,
\\\\\\
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Rekursiver Ansatz

[ L ANV /L]

y i

« Fall 1: x[m]=y[n]: Es gibt einen optimalen LCS in dem x[m] mit
y[n] abgeglichen wird — Finde LCS (x[1.m-1], y[1..n-1])
« Fall 2: x[m]= y[n]: Einer kdnnte in LCS sein
— Fall 2.1: x[m] nicht in LCS ——  Finde LCS (x[1.m-1], y[1..n])
— Fall 2.2: y[n] nichtin LCS —+ Finde LCS (x[1..m], y[1..n-1])

22



Rekursiver Ansatz

[ L ANV /L]

« Fall 1: x[m]:y[n] 7 Reduziere beide Sequenzen um 1 Zeichen
— LCS(x, y) = LCS(x[1..m-1], y[1..n-1]) || x[m]
- Fall 2: x[m] # yln] \Konkatenierung

— LCS(x, y) = LCS(x[1..m-1], y[1..n]) oder

LCS(x[1..m], y[1..n-1])

\
Reduziere eine der Sequenzen um 1 Zeichen

S %
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Finden der Lange eines LCS

X i

[ L ANV /L]

y i

. Seic[i, j] die Lange von LCS(x[1..i], y[1..j])
dann ist c[m, n] die Lange von LCS(x, v)

. Falls xIm] = y[n] dann
c[m, n] =c[m-1,n-1] + 1

. Falls x[m] # y[n] dann
c[m, n] = max({c[m-1,n], c[m, n-1]})

IM FOCUS DAS LEBEN 24




Generalisierung: Rekursive Formulierung

N cfi-1,j-11+1 falls x[i] = y[j],
cli,jl = max{c[i—1,j], C[i,j—1]} sonst

IM FOCUS DAS LEBEN 25




Rekursiver Algorithmus fur LCS

function LCS(x, vy, i, J)

if x[1] == yI[j]
cli, 3] = LCS(x, y, 1-1, 3-1) + 1
else
cli, 3] = maximum([LCS(x, y, 1-1, 73J),
LCS(x, vy, 1, J-1)1)
end
end

Schlimmster Fall: x[i] = y[ j]
dann zwei Subprobleme, jedes mit nur
einer Dekrementierung (um 1)

26



Rekursionsbaum

m=3,n=4: @
@ gleiche @
Teilprobleme

19 23 23) () min
1) (22 1) (22

Hohe = m + n = potentiell exponentieller Aufwand
mit wiederholter Losung gleicher Teilprobleme!

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
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Dynamische Programmierung

Finde richtige Anordnung der Teilprobleme
- Gesamtanzahl der Teilprobleme: m - n

o cli-1,j-1]1+1 falls x[i] = yl[j],
cli, jl = max({cli-1, j], cli, j-11}) sonst.

0 j n

[

H
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Algorithmus L CS Dieses Array beginnt mit

Index 0, man konnte den

Code auch fur Arrays
e — . .
. beginnend mit Index 1
functilion lcs length(X, Y)

umschreiben. /
m = length(X); n = length(Yva\ﬁ\\\—//\\\_,//\\d//

c = ZerolndexArray{Int} (undef, m+1l, n+1)

/

for 1 = 0:tm c¢[i1i, 0] = 0 end # Sonderfall: Y[O]
for j = 0:n ¢[0, j] = 0 end # Sonderfall: X[0]
for 1 = 1:m # fur alle X[1i]
for 7 = 1:n # fir alle Y[]]
if X[1] == Y[7J]
cli, j] = c[i-1, J-1] + 1
else
cli, 3] = maximum([c[i-1, 3JI1, cl[i, J-111)

end end end

return c

end

IM FOCUS DAS LEBEN 29




LCS Anwendungsbeispiel

- X=ABCB
- Y=BDCAB

Was ist der LCS von X und Y?

LCS(X, Y) =BCB
X=AB C B
Y= BDCAB

30



LCS Beispiel (0)

] 0 1
1 Y[j] B
0 X[1]
| A
) B
3 C
4 B

X=ABCB; m=|X|=4
Y =BDCAB;n=[Y|=5
Alloziere Array c[5,6]

5 R
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LCS Beispiel (1) ABCB

] 0 | 2 3 4 .SBEXLAB

1 Y[j] B D C A B

0 Xl g | o o | 0o | o

1 Al

2 B 0

3 C | o

4 B 0

for 1 = 0tm c¢[1, 0] = 0 end

for 3 = 0:n c¢[0, J] = 0 end

32




LCS Beispiel (2) ABCB

j 0 1 2 3 4 SBDCAB
i Y] (B) D € A B
o X ol oo |0 | 0| o0
R

OIS
2 BO
3 C | o
4 B | o

if X[1] == Y[J]

cli, §1 = c[i-1, J-11 + 1

else

cli, j] = maximum([c[i-1, J], cl[i, J-111)

,,,,,
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LCS Beispiel (3) ABCB

j01234SBDCAB
i YG] B D C A B
0 Kl o | o 0o | o | o
1 Alol ol o] o
2 BO
3 C | o
4 B | o
if X[1] == Y[J]
cli, 31 = c[i-1, j-11 + 1
else
cli, Jj] = maximum([c[i-1, J1, cli, J-111)



LCS Beispiel (4) ABCB
BDCAB

j 0

>
& &

S | & |-

35
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LCS Beispiel (5) ABCB

] 0 1 2 3 4
1 Y[j] B D C A B
0 Kl o | o 0o | o | o
1 <::> 0 0 0 0 1 — 1
2 B 0
3 C | o
4 B 0
if X[1] == Y[J]
cli, j1 = c[i-1, 3-11 + 1
else
cli, Jj] = maximum([c[i-1, J1, cli, J-111)

36
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LCS Beispiel (6)

0
Y[]

ABCB
BDCAB

S P

S | W wu

o | of|lm)=

37
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LCS Beispiel (7) ABCB

i 0 1 2 3 4 SBDCAB

i vj] B (D ¢ ADB
0 Xl o | o 0o | 0 | 0
1 Adlololo o |1 |1
2 0 1 1 1 1
3 C | o
4 B 0

if X[1] == Y[J]

cli, ] = cl[i-1, F-11 + 1

else

cli, 3] = maximum([c[i-1, JI1, cli, J-111)



]

LCS Beispiel (8)

0 1 4 (3
Y[j] B A (B
0| 0 0 | 0
0| 0 1 \1
0 | 1 1 | 2

0

39



LCS Beispiel (9) ABCB

i 0 ; A 5BDCAB
i vyij(B D) C A B
0 Xillol ol o | 0o | o | o
1 Alololo | o | 1 |1
2 Bloo o)1 1)1 ]2
N

v (0 N7
4 B 0

if X[1] == Y[J]

cli, 3] = cl[i-1, F-1] + 1

else

cli, 3] = maximum([c[i-1, JI1, cli, J-111)

,,,,,
\\\\\\
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LCS Beispiel (10) ABCB

i0 1 ) ,  5BDCAB
i Y] B D A B
0 Xlo ol o | o | 0 | o
1 Adlol ol o o | 1 |1

41
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LCS Beispiel (11) ABCB

io0 1 2 3
i Yi] B D ¢C (A B
S ——
0 A SEL I 0o | 0 | o0
1 Alololo | o | 1 |1
2 B lo a0 |1 |1 |2
}
3 0 1 1 2 T2 2
4 B 0
if X[1] == Y[J]
cli, 3] = c[i-1, §-11 + 1
else
cli, 3] = maximum([c[i-1, JI1, cli, J-111)

42
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LCS Beispiel (12)

ABCB
0 , -BDCAB
Y[i] (B A B
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 1 2

43



LCS Beispiel (13) ABCB

P01 » 1 4 sBDCAB
i vjl BCD C A DB
0 A SEL I 0o | 0 | o0
1 Alololo | o | 1 |1
2 B lol 11111 2
3 Clo | 1|1 |2 |22
| K
4 0 171 2 T2
if X[1] == Y[J]
cli, 3] = cl[i-1, F-1] + 1
else
cli, 3] = maximum([c[i-1, JI1, cli, J-111)

,,,,,
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LCS Beispiel (14) ABCB
i0 1 2 3 4 SBDCAB

i Yj] B D C A
0 X[l o | o 0o | 0 | 0
1 Alololo | o | 1 |1
2 B lol 11111 2
3 Clo | 1|1 |2 | 22
4 0 1 1 2 2 @

if X[1] == Y[J]

cli, 31 = cli-1, §-11 + 1
else

N, -
2 WUAYT & UNIVERSITAT ZU LUBECK
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LCS-Algorithmus: Analyse

 Der LCS-Algorithmus bestimmt die Werte des Feldes
c[m,n]

. Laufzeit?

O(m-n)

Jedes cli,j] wird in konstanter Zeit
berechnet, und es gibt m:n Elemente
in dem Feld

| .

S 5 universiTAT zu LoBECK
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Wie findet man den tatsachlichen LCS?

Fur c[i, j] ist bekannt wie es hergeleitet wurde:
. cli-1,j-1]+1 falls x[i]=y[j],
C[laj] = .o : :
max(c[i, j—1],c[i—1,j]) sonst

Match liegt nur vor, wenn erste Gleichung verwendet
Beginnend von c[m,n] und rickwartslaufend,
speichere x[i] wenn cl[i,j] = c[i-1, J-1]+1.

Beispielimplementierung

in Julia vorhanden.

2 N 2 Zum Beispiel hier
2 | 3 clijl =cli-1,j-1]1 +1 =2+1=3

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
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Finde LCS Zeit fur Ruckverfolgung: O(m-+n)

i 0 1 2 3 4 5
| Yji B D C A B
0 X ol ol o | o | o] o
1 Aol ol o | o | 1|1
2 Bl o | 1«1 1 1 2
3 C | o 1 1 \ 2 = 2 2
4 B | o | 1 1 2 2
LCS (umgekehrt): B C B
B CB

LCS (richtig dargestellt):
(ein Palindrom)

aaaa
SRS Y INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME
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Dynamische Programmierung: Restaurant-Platzierung

. Stadtet, t,, ..., t, an der Autobahn

- Restaurants in t; haben von der Gré3e der Stadt abhangigen
geschatzten jahrlichen Profit p.

« Restaurants mit Mindestabstand von 10 km aufgrund von
Vorgaben

. Ziel: Maximierung des Profits — grof3er Bonus

o—_ro—o—0—0 H r-o—o—o0— )0 O
—
10 km

49



Brute-Force-Ansatz

. Jede Stadt wird entweder gewahlt oder nicht
. Testen der Bedingungen fir 2" Teilmengen

. Eliminiere Teilmengen, die Einschrankungen nicht
erflllen

- Berechne Gesamtprofit flir jede Ubrigbleibende
Teilmenge

- Wahle Teilmenge von Stadten mit grolSstem Profit

e O(n-2")

50



Naturlich-gierige Strategie 1

o (e O @ O o ro—e 0@ o @

« Nehme erste Stadt. Dann nachste Stadt mit
Entfernung >= 10 km

- Konnen Sie ein Beispiel angeben, bei dem nicht die
richtige (beste) Losung bestimmt wird?

100k 100k

oo

500k

aaaa
SRS Y INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME
C) =4
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Naturlich-gierige Strategie 2

o @o—o0o @ o oo e o @ o @

« Nehme Stadt mit hochstem Profit und dann die nachsten,
die nicht <10 km von der vorher gewahlten Stadt liegen

- Kdnnen Sie ein Beispiel angeben, bei dem nicht die richtige
(beste) Losung bestimmt wird?

300k 300k

500k

ST e

b V| N

2 WUAYT & UNIVERSITAT ZU LUBECK 52
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Formulierung tGber dynamische Programmierung

Nehmen wir an, die optimale Losung sei gefunden

Entweder enthalt sie t,, oder nicht
Fall 1: t, nicht enthalten

— Beste Losung identisch zur besten Losungvon t,, ..., t,
- Fall 2: t, enthalten
— Beste Losung ist p, + beste Losung fur t;, ..., t;, wobei j < n der

groBte Index ist, so dass dist(t;, t,) = 10

o—_ro—o0—0C—o0 o—o0—(—o00i0

OQC _/ :

o—{( ro—o—0O—o0 ol o000 () ico @
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Formulierung als Rekurrenz

. Sei S(i) der Gesamtprofit der optimalen Lo6sung, wenn die
ersten i Stadte betrachtet, aber nicht notwendigerweise
ausgewahlt wurden

— S(n) ist die optimale Losung flir das Gesamtproblem

S(n-1)
S(n) = max {
S(j) + p, j <n&dist(t, t)) = 10, j maximal
l Generalisiere
S(i-1)
S(i) = max {
S(j) + p; j <i&dist(t;, t;) =10, j maximal

Anzahl der Teilprobleme: n. Grenzfall: S(0) = 0.

... Abhangigkeiten: ¢




Beispiel

Distanz (km)
100 5 2 2 6 6 3 6 10

L S o—@oo—@—o0oo0o—O0 @ M

Profit 6 7 9 8 3 3 2 4 12 5
S6) Vot b e, P
’\ngg _/ A _J
| S(i-1) Optimal: 26
S(i) = max {
S(j) + p; j<i&dist(t, t) =10

- Natdrlich-gierig1: 6 +3+4+12=25
« Natdrlich-gierig2: 12+9+4 =25

S %
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Aufwandsanalyse

« Zeit: ®(nk), wobei k die maximale Anzahl der Stadte
innerhalb von 10km nach links zu jeder Stadt ist

— Im schlimmsten Fall ®(n?)
— Kann durch Vorverarbeitung verbessert werden zu ®(n)

. Speicher: 0(n)

,,,,,
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Rucksackproblem

Gegeben sei eine Menge von Gegenstanden

» Jeder Gegenstand hat einen Wert und ein Gewicht
« Ziel: Maximiere Wert der Dinge im Rucksack

» Einschrankung: Rucksack hat Gewichtsgrenze

Drei Versionen:

0-1-Rucksackproblem:

mw Wahle Gegenstand oder nicht

Stuickelbares Rucksackproblem:
Gegenstande sind teilbar

w Unbegrenztes Rucksackproblem:

Beliebige Anzahlen verfligbar

Welches ist das leichteste Problem?

Wir beginnen mit dem 0-1-Problem
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0-1-Problem

 Rucksack hat Gewichtseinschrankung W

- Gegenstande 1, 2, ..., n (beliebig)

- Gegenstande haben Gewichte w,, w,, ..., w,
— Gewichte sind Ganzzahlen und w; < W

- Gegenstande haben Wertev,, v, ..., v,

. Ziel:Finde eine Teilmenge S € {1, 2, ..., n} von
Gegenstanden, sodass >...c w, <Wund >, _c v,
maximal bezlglich aller mdglicher Teilmengen
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Naive Algorithmen

Betrachte alle Untermengen S € {1, 2, ..., n}

— Optimale Losung wird gefunden, aber exponentiell
Gierig 1: Nimm jeweils den nachsten passenden
Gegenstand mit dem grol3ten Wert

— Optimale Losung wird nicht gefunden

— Wer kann ein Beispiel geben?

Gierig 2: Nehme jeweils nachsten Gegenstand mit
dem besten Wert/Gewichts-Verhaltnis

— Optimale Losung wird nicht gefunden

— Wer kann ein Beispiel geben?

aaaa
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Ansatz mit dynamischer Programmierung

- Angenommen, die optimale Losung S ist bekannt
- Fall 1: Gegenstand n ist im Rucksack
. Fall 2: Gegenstand n ist nicht im Rucksack

Whn
Gewichtsgrenze: Gewichtsgrenze:
/4 /4
Finde optimale Losung unter Finde optimale Losung unter
Verwendung von Gegenstanden Verwendung von Gegenstanden
1,2, ...,n-1 mit Gewichtsgrenze W - w,, 1,2, ...,n-1 mit Gewichtsgrenze W

,,,,,
GERSIT,
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Rekursive Formulierung

Sei V[i, w] der optimale Gesamtwert wenn Gegenstande
1,2, ..., 1 betrachtet werden fur aktuelle Gewichtsgrenze w

=> \/[n, W] ist die optimale Lésung

Beispielimplementierung

VIn-1, W-w,] + v, in Julia vorhanden.

V[n, W] = max {
VIn-1, W]

l Generalisierung

V[i-1, w-w;] +v;  Ggstigewahlt
VI[i, w] = max {
VI[i-1, w] Ggst i nicht gewahlt

VIi-1, w] ifw, >w Ggst i nicht gewahlt

Grenzfall: V[i, 0] =0, V[0, w] = 0. Wieviele Teilprobleme?




Beispiel

- n=06 (# der Gegenstande)
- W =10 (Gewichtsgrenze)
- Gegenstande (Gewicht und Wert):

wi Vi
I 2 2
2 4 3
3 3 3
4 5 6
5 2 4
6 6 9
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0

0 ) W, .

0 V]i-1, w-wi] V[i-1, w]

0 VIi, wi

0

0

VI[i-1, w-w;] + v, falls Gegenstand i verwendet
max{

V[i-1, w] falls Gegenstand i nicht verwendet

V[i-1, w] falls w; > w Ggst. i nicht verwendet
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VI[i-1, w-w;] + v, falls Gegenstand i verwendet
max{

V[i-1, w] falls Gegenstand i nicht verwendet

V[i-1, w] falls w; > w Ggst. i nicht verwendet
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Optimaler Wert: 15

Gegenstand: 6, 5, 1

Gewichte:6+2+2=10
Wert:9+4+2=15
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Analyse

e O(NW)

 Polynomiell?

— Pseudo-polynomiell
- Laufzeit hangt vom numerischen Wert W ab
- Numerische Werte von der Lange klein (log w)
- Verdopplung der Lange heif3t dann aber exponentiell hohere Werte

— Funktioniert trotzdem gut, wenn W klein
- Betrachte folgende Gegenstande (Gewicht, Wert):
(10, 5), (15, 6), (20, 5), (18, 6)
- Gewichtsgrenze 35
— Optimale Losung: Ggst. 2, 4 (Wert = 12). Iterationen: 24 = 16 Mengen
— Dynamische Programmierung: Fllle Tabelle 4 x 35 = 140 Eintrage
- Was ist das Problem?

— Viele Eintrage nicht verwendet: Gewichtskombination nicht moglich
— Brute-Force-Ansatz kann besser sein

67
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Longest-Increasing-Subsequence-Problem

- Gegeben sei eine Liste von Zahlen
125329493568

- Finde ldngste Teilsequenz, in der keine Zahl kleiner
ist als die vorige

— Beispiel: 1259
— Teilsequenz der originalen Liste, aber nicht die langste
— Die Losung ist auch Teilsequenz der sortierten Liste

Eingabe: 253294935638

1
LCS: H l 4/5/4/ 1234568
Sortiert: 23345 99

- Beispiel zeigt Ruickfuhrung auf bekanntes Problem mit
Vorverarbeitung der Originaleingabe in O(n log n)

B Y w ° Y °
E 2l A\;ﬁ?g UNIVERSITAT ZU LUBECK

wRSSe ~  INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME

O en®

68



Ereignisplanungs-Problem

€

» Zeit

« Eingabe: Ein Liste von Ereignissen (Intervallen) zur Berlicksichtigung
— ¢; hat Anfangszeit s; und Endezeit f;
— wobei gilt, dass f; < f; falls i <
- Jedes Ereignis hat einen Wert v,
- Gesucht: Plan, so dass Gesamtwert maximiert
— Nur ein Ereignis kann pro Zeitpunkt stattfinden
- Vorgehen ahnlich zur Restaurant-Platzierung
— Sortiere Ereignisse nach Endezeit
— Betrachte ob letztes Ereignis enthalten ist oder nicht

5 QAP = UNIVERSITAT ZU LUBECK
wRSSe ~  INSTITUT FUR INFORMATIONSSYSTEME
/////

69



Ereignisplanungs-Problem

Ruckfliihrung auf Optimierung durch Dynamische Programmierung

€6 sg eg fg
€4~ €5 Sy €9
s; 15 So f

€3

€ TZ

» Zeit

- V(i) ist der optimale Wert, der erreicht werden kann,
wenn die ersten i Ereignisse betrachtet werden

V(n-1) e, nicht gewdhlt
V() +Vv, e, gewshlt

j<n,jmaximalundf <s,
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Munzwechselproblem

- Gegeben eine Menge von Minzwerten
(z.B.2,5,7,10), entscheide, ob es mdglich ist,
Wechselgeld flir einen gegebenen Wert (z.B. 13)
zuruck zu geben, oder minimiere die Anzahl der

Munzen

- Version 1: Unbegrenzte Anzahl von Minzen mit
entsprechenden Werten
— Ruckfuhrung auf Unbegrenztes Rucksackproblem

- Version 2: Verwende jeden Minztyp nur einmal
— Ruckfuhrung auf 0-1-Rucksackproblem
— Und damit auf Dynamische Programmierung

5 QAP = UNIVERSITAT ZU LUBECK
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Gierige Algorithmen

- FUr einige Probleme ist dynamische Programmierung
des Guten zuviel

— Gierige Algorithmen kénnen u.U. die optimale Lésung
garantieren...

— ... und sind dabei effizienter

- Beispiel: Restaurant-Platzierung
— Sonderfall: uniformer Profit

:::::
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Gierige Restaurant-Platzierung

5 22 6 6 3 6 10 7

@ OO0 ® o—0 ® O

d 0 579 15 6 9 15 10 7
0 0 0

function greedy locate (towns, min dist)
selected towns = [towns[1l]]
n = length(towns); d = 0
for 1 = 2:n
d =d + dist(towns[i-1], towns[i])
1f d >= min dist
push! (selected towns, towns[1])
d =0
end end
return selected towns

end
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Analyse

. Zeitaufwand: ®(n)

. Speicheraufwand:
— ©O(n) um die Eingabe zu speichern
— ©(n) fur die gierige Auswabhl
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Ereignisauswahl-Problem (Uniformer Wert)

» Time

Ziel: maximiere die Anzahl der ausgewahlten Ereignisintervalle

Setze v; = 1 fur alle i und |6se Problem aufwendig mit dynamischer Programmierung
Gierige Strategie: Wahle das nachste Ereignisintervall kompatibel mit voriger Wahl
Liefert (e, €,, €4, €6, €5) flir das obige Beispiel

Warum funktioniert das hier?

Behauptung 1: optimale Substruktur
Behauptung 2: Es gibt optimale Losung, die e¢; beinhaltet
Beweis durch Widerspruch: Nehme an, keine optimale Losung enthalt ¢;

Sagen wir, das erste gewahlte Ereignis ist e;=> andere gewahlte Ereignisse starten,
nachdem e; endet

Ersetzte ¢; durch ¢; ergibt eine andere optimale Losung (e; endet friiher als ¢))
Widerspruch

Einfache Idee: Wahle das nachste Ereignis, mit dem die maximale Zeit verbleibt

I ZU LUBECK 75
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Rucksackproblem

Gegeben sei eine Menge von Gegenstanden

» Jeder Gegenstand hat einen Wert und ein Gewicht
« Ziel: maximiere Wert der Dinge im Rucksack

« Einschrankung: Rucksack hat Gewichtsgrenze

Drei Versionen:

0-1-Rucksackproblem:
<= Wahle Gegenstand oder nicht
‘a Stuickelbares Rucksackproblem:
Gegenstande sind teilbar

Unbegrenztes Rucksackproblem:

w Beliebige Anzahlen verfligbar

Welches ist das leichteste Problem?

Kénnen wir das stlickelbare
Rucksackproblem mit einem
gierigen Verfahren |6sen?
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Gieriger Algorithmus fur Stlickelbares-Rucksackproblem

- Berechne Wert/Gewichts-Verhaltnis fur jeden
Gegenstand

Sortiere Gegenstande bzgl. ihres Wert/Gewichts-
Verhaltnisses

— Verwende Gegenstand mit hochstem Verhaltnis als
wertvollstes Element (most valuable item, MVI)

Iterativ:
— Falls die Gewichtsgrenze nicht durch Addieren von MV

Uberschritten
« Wahle MVI

— Sonst wahle MVI partiell bis Gewichtsgrenze erreicht

5 QAP = UNIVERSITAT ZU LUBECK
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Beispiel

Ggst | Gewicht | Wert | $/kg
(kg) (S)
1 2 2 1
2 4 3 0.75
3 3 3 1
4 5 6 1.2
5 2 4 2
6 6 9 1.5

5 R
SXRSS2 Y INSTITUT FUR INFORMA
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- Gewichtsgrenze: 10
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Beispiel: Sortierung

Ggst | Gewicht | Wert | $/kg
(kg) ($)

3 2 4 2
6 6 9 1.5
4 3 6 1.2
1 2 2 1
3 3 3 1
2 4 3 0.75

Gewichtsgrenze: 10

Wahle Ggst 5

— 2 kg, $4

Wahle Ggst 6

- 8kg, $13

Wahle 2 kg von Ggst 4
- 10kg, 15.4
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Wann funktioniert der gierige Ansatz?

1. Optimale Substruktur

2. Lokal optimale Entscheidung fiihrt zur global
optimalen Losung

. Vergleiche auch die Bestimmung des minimalen
Spannbaums

. FUr die meisten Optimierungsprobleme gilt das nicht
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Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

- Beispiel: Wechselgeldberechnung

- Problem: Finde eine Miinzkombi-
nation fur ein beliebiges Wechsel-
geld, die aus moglichst wenig
Minzen besteht

. Quasi unbegrenztes
Rucksackproblem
durch Schaffnertasche

El I s
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Schaffnertasche mit Miinzmagazin
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Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

« Nimm im nachsten Schritt die grof3te Mlinze, deren Wert
kleiner oder gleich dem noch verbleibenden Wechselgeld ist

- Beispiel:
— Munzwerte

— Wechselgeld sei 63 Cent:
« T-mal 50-Cent-Stilick Rest: 13 Cent
« T-mal 10-Cent-Stlick Rest: 3 Cent
« 1-mal 2-Cent-Stick Rest: 1 Cent

« 1-mal 1-Cent-Stlick

USZUDG9%E )% UWOINT/SIM/BI0 eIpadm Sp//-d11]
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http://de.wikipedia.org/wiki/Eurom%C3%BCnzen

Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

- Im Fall der Euro-Muinzen ist die obige Strategie optimal

 FUr die Minzwerte 1, 5 und 11 jedoch nicht:
— Wechselgeld sei 15
— Gieriges Verfahren liefert 11 1 1 1 1
— Optimumware: 5 5 5

- Damit: Manche gierige Strategien sind anfallig daftr,
ein lokales anstatt eines globalen Minimums
(bei Maximierungsproblemen: Maximums) zu ermitteln

Globales
Minimu

Minima

84



Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

-  Wie schlecht kann die Losung der gierigen Strategie werden?
— Minzwerte seien n;=1, n, und n; mit Bedingung n; = 2n, +1
(vorheriges Bsp.:n, =5,n;=11)
— Wechselgeld sei N = 3n, (vorheriges Bsp.: N=15)

— Fir N sind drei Miinzen optimal (3-mal n,)

— Greedy-Strategie
- 1-maln; Rest: n,-1
« 0-maln, Rest: n,-1
¢ (ny-1)-mal n,
- Insgesamt n, Miinzen

- Beliebig schlecht gegeniiber der optimalen Losung
(abhangig von den Miinzwerten)




Gierige Strategie zur Wechselgeldberechnung

« Es geht noch schlimmer:
— Munzwerte seien 25 Cent, 10 Cent und 4 Cent
— Wechselgeld sei 41 Cent

— LOsbar ist dieses mit
« 1-mal 25-Cent-Stuck und
« 4-mal 4-Cent-Stick

— Greedy-Strategie
« T1-mal25-Cent-Stlick Rest: 16 Cent
- T-mal10-Cent-Stlick Rest: 6 Cent
« T-mal 4-Cent-Stiick Rest: 2 Cent
« 777 Keine Losung!

aaaa
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Entwurfsmuster / Entwurfsverfahren

Im Laufe der Zeit haben sich in der immensen Vielfalt
von Algorithmen nutzliche Entwurfsmuster
herauskristallisiert

Grunde fur das Studium von Entwurfsmustern

— Verstandnis fur einzelne Algorithmen wird gesteigert,
wenn man ihr jeweiliges Grundmuster verstanden hat

— Bei der Entwicklung neuer Algorithmen kann man sich an
den Grundmustern orientieren

— Das Erkennen des zugrundeliegenden Musters hilft bei
der Komplexitatsanalyse des Algorithmus

— Warnung: Hilft nicht bei der Analyse der Komplexitat
eines Problems
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Welches Rucksackproblem ist das leichteste?

 0-1-Rucksackproblem: Wahle Gegenstand oder nicht
— Schwierig

. Stuckelbares Rucksackproblem:
Gegenstande sind teilbar

— Leicht

- Unbegrenztes Rucksackproblem:
Beliebige Anzahlen verfligbar

— Es kommt auf die konkrete Probleminstanz an

— Einige Instanzen sind leicht, andere schwierig
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Zusammenfassung Entwurfsmuster

- Am Anfang des Kurses behandelt:
— Ein-Schritt-Berechnung

— Verkleinerungsprinzip
— Teile und Herrsche

« Jetzt haben wir dazu noch verstanden:

— Vollstandige Suchverfahren
- Verzweigen und Begrenzen auch genannt Branch and Bound: Dijkstra, A¥,...
« Pruning (a-£-Prinzip)

— Suche mit richtiger Problemformulierung und Subproblemanordnung

- Dynamisches Programmieren, Bellmans Optimalitatsprinzip
(Berechnung von Teilen und deren Kombination,
Wiederverwendung von Zwischenergebnissen)

— Manchmal vollstandig: Gierige Suche, Optimale Substrukturen
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