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Ubersicht

e Einfihrung, Klassifikation vs. Regression, parametrisches und nicht-parametrisches Uberwachtes Lernen
e Netze aus differenzierbaren Modulen (,,neuronale” Netze), Support-Vektor-Maschinen
e Haufungsanalysen, Warenkorbanalyse, Empfehlungen

e  Statistische Grundlagen: Stichproben, Schatzer, Verteilung, Dichte, kumulative Verteilung, Skalen:
Nominal-, Ordinal-, Intervall- und Verhaltnisskala, Hypothesentests, Konfidenzintervalle, Reliabilitat,
Interne Konsistenz, Cronbach Alpha, Trennscharfe

e  Bayessche Statistik, Bayessche Netze zur Spezifikation von diskreten Verteilungen, Anfragen,
Anfragebeantwortung, Lernverfahren fiir Bayessche Netze bei vollstandigen Daten

e Induktives Lernen: Versionsraum, Informationstheorie, Entscheidungsbaume, Lernen von Regeln

e  Ensemble-Methoden, Bagging, Boosting, Random Forests

. —
*  Analyse Sozialer Strukturen

e Deep Learning, Einbettungstechniken
e  Zusammenfassung
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Clustering

e Form des untuberwachten Lernens

e Suche nach naturlichen Gruppierungen von Objekten

— Klassen direkt aus Daten bestimmen
e Hohe Intra-Klassen-Ahnlichkeit
e Kleine Inter-Klassen-Ahnlichkeit

— Ggs.: Klassifikation

e Distanzmalle
e z.B. Minkowski Distanz (im R"):

1
n p
dp(x, y) = (Z X —y,-v’) — |Ix—yll,
=1

e flir p = 1: Manhattan Distanz
e flir p = 2: Euklidische Distanz
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Partitionierung: K-means Clustering (1)

Distanzmal3: Euklidische Distanz
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K-means Clustering (2)

Distanzmal3: Euklidische Distanz




K-means Clustering (3)

Distanzmal3: Euklidische Distanz
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K-means Clustering (4)

Distanzmal3: Euklidische Distanz
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K-means Clustering (5)

Distanzmal3: Euklidische Distanz
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Wann ist eine Gruppierung gut?

e |deen fur Bewertungsmal (objective function)
— Hohe Intra-Klassen-Ahnlichkeit
— Kleine Inter-Klassen-Ahnlichkeit
e Formalisierung
— Intra-Cluster-Varianz kleiner als Inter-Cluster-Varianz
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Was ist die richtige Clusteranzahl?
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Variiere k und finde Knick in Graph der Bewertungsfunktion
(Ellenbogen)
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Und wenn die Cluster schon gegeben sind?

Beispiel: 25 Patienten mit Blasen auf der Haut
Behandlung: Methode A, Methode B, Placebo
Messwerte: # der Tage bis zur Abheilung der Blasen
Daten aus Studie [und Mittelwerte]:
*A:56,6,7,7,8,9, 10 [7.25]
*B:7,7,8,9,9, 10, 10, 11 [8.875]
eP:7,9,910,10,10,11,12,13 [10.11]
Kénnen wir sagen, dass Methode A die beste ist?
Sind die Differenzen der Mittelwerte signifikant?

Variation ZWISCHEN Gruppen vs. Variation IN Gruppen (clusters)

Analysis of variation notwendig: ANOVA
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Was macht ANOVA?

In der einfachen Form (es gibt viele Erweiterungen)
testet ANOVA folgende Hypothese:

Hy: Die Mittelwerte sind gleich (unterscheiden sich nicht)

H.: Nicht alle Mittelwerte sind gleich,
der Unterschied ist signifikant

e Sagt nichts dariber, welche sich
unterscheiden

e Muss durch multiple Vergleiche spater
herausgefunden warden

Unterschiedshypothese




Unterschiedshypothesen

e Sind Frauen angstlicher als Manner?
— Unterscheiden sich die Mittelwerte von zwei Gruppen?
— Unabhangige Stichproben

e |Ist der Mittelwert der Angstlichkeit nach einer Therapie
grolder als vor der Therapie?

— Unterscheidet sich der Mittelwert einer Stichprobe zu zwei
Messzeitpunkten?

— Abhangige Stichproben
e Liegt der mittlere IQ einer Gruppe tber 1007

— Unterscheidet sich der Mittelwert einer Gruppe von einem
vorgegeben Wert?

— Test bzgl. Gruppe
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Unterschiedshypothesen: Unabhangige Stichproben

Unterscheiden sich die Mittelwerte von zwei Gruppen?

e Differenz der Mittelwerte zweier Stichproben: A =X —X,
e Schatze die Dichtefunktion fir 4, wenn Hy war ist

e Wenn p < a, wird H, verworfen und H; angenommen

e Stichprobenkennwerteverteilung:
Verteilung der Mittelwertsdifferenzen unter H,

0.4

e Wie verteilen sich empirische
Mittelwertsdifferenzen, wenn
man sehr oft Stichproben zieht?

0.31

0.2+

e

14

0.0

e Verteilung von Mittelwerts- B 5 5 5w
differenzen bei grolRen Stichproben normalverteilt




Wiederholung: Standardfehler

Der Standardfehler des arithmetischen Mittels ist gleich

wobei o die Standardabweichung einer einzelnen Messung bezeichnet.
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Hier: Standardfehler der Mittelwertsdifferenzen

e Hangt von den Varianzen und den GrolSen der beiden
Teilstichproben ab:

) A2

. o, O,

o= |y ==
X1—X

L N, N,

e Benotigt, um gefundene Mittelwertsdifferenz
interpretieren zu kénnen
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t-Verteilung

e Empirische (gefundene) Mittelwertsdifferenz
durch Standardfehler dividiert ergibt sog. t-Verteilung
_ )?1 _)_Cz

lir &

fl _)_C2

e Die genaue Form der t-Verteilung hangt von deren
Freiheitsgraden (df = degree of freedom) ab

df =N, +N, -2

— Bei df >120 nahezu identisch mit z-Verteilung (St.Norm.V.)
— Je kleiner df, desto schmalgipfliger die t-Verteilung

e Die Herleitung der Dichtefunktion und der
. kumulativen Funktion erfolgt spater
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Der t-Test fir unabhangige Stichproben

einseitiger Test o
(gerichtete Hy) 0.3

0.2-

0.1-

zweiseitiger Test
(ungerichtete Hy)




Entscheidung tber die Nullhypothese

e Mittels einer t-Tabelle wird der empirische (gefundene)
t-Wert interpretiert

e Dazu wird ein kritischer Wert aus der t-Tabelle
entnommen
— Der kritische t-Wert hangt dabei ab:
e von den Freiheitsgraden,
e von dem gewahlten a-Niveau
e von der Art des Tests (einseitig vs. zweiseitig)

— Der kritische t-Wert definiert die Grenze des Bereichs fir
den empirischen t-Wert, ab dem H, verworfen wird
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Die t-Verteilung

0.4+

df p=.800 p=.900 p=.950 p=.975 p=.990 p=.995

1 1376 3078 6314 12,706 31,821 63657 03

2 1061 2920 2920 4303 6965 9925 o2

3 0978 2,353 2,353 3,182 4,541 5841 . b= 1o

4 0941 2132 2132 2776 3747 4.604 )
5 0920 2015 2015 2571 3365 4,032 5 % % 0 1, 3
6 0906 1943 1043 2447 3143 3,707
7 0896 1895 1895 2365 20998 3499 -

8 0889 1860 1,860 2306 2,89 3355 Kritische t-Werte:

9 0883 1833 1833 2262 2821 3,250 a = .05, einseitig, df=100:
10 0879 1812 1812 2228 2764 3.169

20 0860 1725 1725 2086 2528 2,845 trit(100) = 1.66

30 0,854 1697 1697 2042 2457 2750
40 0,851 1,684 1,684 2021 2423 2704 _ o I
50 0849 1676 1676 2009 2403 2678 a =.05, zweiseitig, df=100:
60 0,848 1671 1671 2,000 2,390 2,660 t,,t(100) = 1.98
70 0,847 1667 1667 1994 2381 2648
80 0,846 1664 1664 1990 2,374 2639 o
90 0,846 1662 1662 1987 2,368 2,632 a = .01, einseitig, df=100:
100 0,845 1660 1660 1984 2364 2626 t(100) = 2.36
200 0843 1653 1,653 1972 2345 2601

1000 0,842 1,646 1,646 1,962 2,330 2,581
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Der t-Test fir unabhangige Stichproben

Entscheidungsregeln

e Einseitiger Test:
- Wennt,, >t wird H, verworfen

e /weiseitiger Test
- Wenn |t,,,| >t wird H, verworfen

e Inder t-Tabelle werden immer Werte flr den einseitigen Test
angegeben.

e FUr einen 2-seitigen Test muss t,,; so gewahlt werden, dass
ein Bereich von a/2 ,von der Verteilung abgeschnitten wird“




Voraussetzungen t-Test

(1) Variable besitzt Intervallskala (arithm. Mittel ist definiert)
(2) Normalverteilung des Merkmals in der Grundgesamtheit
(3) ,Varianzhomogenitat”

— ,Gleiche” Varianzen des Merkmals in beiden Populationen
— Varianz der Varianz“ klein

(4) Unabhangigkeit der Stichproben




Back to ANOVA: The basic situation

Two variables:
1 Categorical (type, group), 1 Quantitative (value)

Main Question: Do the (means of) the quantitative variables

depend on the group (given by categorical variable) the
individual is in?

If categorical variable has only 2 values:
e 2-sample t-test

ANOVA allows for 3 or more groups




Assumptions of ANOVA

e Each group approximately normally distributed
— Check this by looking at histograms or use assumptions

— Can sensibly handle some non-normality,
but not severe discrepancies

e Standard deviations of each group approximately equal

— Rule of thumb: ratio of largest to smallest
sample st. dev. must be less than 2:1




Standard Deviation Check

Variable treatment N Mean Median StDev
days A 8 7.250 7.000 1.669
B 8 8.875 9.000 1.458
P 9 10.111 10.000 1.764

Compare largest and smallest standard deviations:
e largest: 1.764
e smallest: 1.458
e 1.458 x2=2.916>1.764
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Notation for ANOVA

e n = number of individuals all together
e | = number of groups
e X =mean for entire data set

Group / has
e n.=# of individuals in group i
* x; = value for individual j in group i
e X, =mean for group i
e s, = standard deviation for group i

,,,,,
\\\\\
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How ANOVA works (outline)

ANOVA measures two sources of variation in the data and
compares their relative sizes

e Variation BETWEEN groups (MSG)
for each group look at the difference between its mean
and the overall mean

-1 _ = N: Normalization value
N ZObSi (X,— - X)Z (corrected: degrees of freedom)

e Variation WITHIN groups (MSE)
for each data value x; of group i we look at the difference
between that value and the mean of its group

1 _
M ZObS," (XU - X; } M: Normalization value
J (corrected: degrees of freedom)




F Statistic

The ANOVA F-statistic is a ratio of the Between Group Variaton divided by
the Within Group Variation:

F_ Between MSG
~ Within MSE

A large F is evidence against Hy, since it indicates that there is more
difference between groups than within groups

(hence the means between at least two groups differ).

Ho: The means of all the groups are equal.

Ho in terms of clusters:
Clusters are bad
(centroids are equal)
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An even smaller example

Suppose we have three groups (#groups = |)
e Group 1: 5.3,6.0,6.7
e Group 2:5.5,6.2,6.4,5.7
e Group 3:7.5,7.2,7.9

We get the following statistics:

SUMMARY

Groups Count | Sum | Average Variance
Group 1 3 18 6 048
Group 2 “ 23.6 .95 0.17666

Group 3 5 22.67.53333 0.12333
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ANOVA Output

ANOVA

Source of Variation  SS af MS F | Pvalue = Fcnt
Between Groups | 5.12733 2 2.56366 10.2157 0.00839 4.7374]

Within Groups | 1.75666, 71 0.2509%

Total 0.884 J

1 less than number number of data values -
of groups: I-1 number of groups: n-|
(equals df for each group
added together)

1 less than number of individuals

(just like other situations)
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Computing ANOVA F statistic

WITHIN BETWEEN
difference: difference
group |data - group mean group mean - overall me:
data |groupgimean |plain squared |plain squared
5.4 6.0 -0.70 0.49 0.4 0.194
6. ] 6.0§ 0.00 0.00 -0.4 0.19¢
6. ] 6.0 0.70 0.49 -0.4 0.19¢
5. 2|  5.9¢ -0.45 0.20 0.5 0.24(
6. 2|  5.9¢ 0.25 0.06 -0.5 0.24(
6. 2|  5.9¢ 0.45 0.20 -0.5 0.24(
5. 2|  5.9¢ -0.25 0.06 -0.5 0.24(
7. 3] 7.5 -0.03 0.00 1.1 1.18¢
7. 31 7.5- -0.33 0.10 1.1 1.18¢
7. 3] 7.5: 0.37 0.13 1.1 1.18¢
TOTAL 1.75 5.10€
TOTAL/d 0.25095}14 2.552

overall mean: 6.44

F=2.5528/0.25025 = 10.21575
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So How big is F?

Since Fis
Mean Square Between / Mean Square Within

= MSG / MSE

A large value of F indicates relatively more
difference between groups than within groups
(evidence against H,)

To get the P-value, we compare to F(I-1,n-1)-distribution
e /-1 degrees of freedom in numerator (# groups -1)
e n - | degrees of freedom in denominator (rest of df)

E
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F-Distribution

relative frequency
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F ratio (or score)
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Critical Value

A
>
O . . .
§ fail to reject null hypothesis
o
o
o)
= : ‘
© reject null hypothesis
2 Rejection Region

F ratio (or score) critical value
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F-Ta b | e a = 0.05 (use another table for different )
Computed F-Value = 10.21
Critical Value F(2, 9) =4.26

lable 6(a) Critical Values of F: A = .05

relates to groups or samples

"I . . N1 \|H{\!Uh’i]{li\ﬂl FREEDOM
vy 1 v 3 | 3 fs 7 5 9
| 161.4 199.5 215.7 2246 230.2 234.0 236.8 238.9 2405

2 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38

3 10.13 9.55 9.28 9.12 9.0 8.94 8.89 8.85 8.81

(2} } 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00
s 5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 477
= i 5.99 5.14 476 453 4.39 4.28 421 415 4.10
g 7 5.59 4.74 435 412 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68
Q R 53?2 4 44 an7 IR4 A0 28R 18N 44 2 20
_8 9 5.12 426 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 323 3.18
O | .90 4.1U 3./71 3.45 335 3.22 3.1% 3.0/ 3.02
S 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90
o 12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80
© = 13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71
-g E . 4.60 3.74 3. 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65
5 & 15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59
" BSE 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54
Q 5 7 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 261 255 249
w & 18 441 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 251 2.46
o 2 438 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 242
@© g 435 3.49 3.10 2.87 2.7 2.60 2.51 245 2.39
© Z 2 432 347 3.07 2.84 2.68 2.57 249 242 2.37
g 22 4.30 3.4 3.05 2.82 2.66 255 2.46 2.40 2.34

£ 2 428 342 3.03 2.80 2.64 2.53 2.44 2.37 2.32
T4 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30

= A" 2 20 SO0 N e nNen " A "N an N A "N A0
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Rejection of Null Hypothesis

A
Use F-distribution to compute

%) the p-value for F=10.21
o
-
O
o
)
=
© reject null hypothesis
e Rejection Region

F ratio (or score) 4.26 10.21

MATIONSSYSTEME
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Why not just do 3 pairwise t-tests?

Answer:

e At an error rate of 5% for each test (max p-value),
overall chance of type-| erroris up to 1-(.95)°= 14%
— If all 3 comparisons independent

e For 6 groups: .C, = 15 pairwise t-tests;

— High chance of finding something significant
just by chance (if all tests were independent with a type-|
error rate of 5% each)

— Probability of at least one type-l error = 1-(.95)1°=54%.




Recall: Multiple comparisons

Familywise error probability by number of comparisons
1 T T T T T T T I ¥

line 1 —

Probabkility of error

A 1 | 1 | 1 1 1 1 1

a 18 =35 28 448 S8 =35 78 =17 948 168
Number of comparisons

““““““

ST T,
B w
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Correction for multiple comparisons

How to correct for multiple comparisons post-hoc...

* Bonferroni correction (adjust a by most

conservative amount; assuming all tests
independent, divide a by the number of tests)




Bonferroni

For example, to make a Bonferroni correction, divide your desired alpha cut-off
level (usually .05) by the number of comparisons you are making. Assumes
complete independence between comparisons, which is way too conservative.

Obtained critical value Original Alpha # tests New Alpha
.001 .05 5 .010
.011 .05 4 .013
.019 .05 3 017
.032 .05 2 .025

.048 .05 1 .050
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Multivariate Analysis of Variance: MANOVA

e An extension of ANOVA in which main effects and
interactions are assessed on a combination of DVs

— IV = independent variable, manipulated variable
(e.g., Treatment)
— DV = dependent variable, measured variable
(e.g., Mean)
e MANOVA tests whether mean differences among groups
on a combination of DVs is likely to occur by chance
e New DVs are created that are linear combinations of the
individual DVs such that the difference between groups
is maximized

e The questions are mostly the same as ANOVA just on the
- linearly combined DVs instead just one DV




