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1 Einfiihrung

1.1 Vektoren und Matrizen: ein intuitiver Zugang

Die Vektor- und Matrixrechnung ist ein nahezu unerlédfliches Hilfmittel zur Be-
handlung der Fragestellungen der multivariaten Statistik. Ohne sie lassen sich
die Abhéngigkeiten zwischen den untersuchten Variablen kaum in iibersichtlicher
Weise analysieren. Am Beispiel der multiplen Regression 148t sich dieser Sachver-
halt illustrieren. Die multiple Regression ist durch die Beziehung

Y:bo+b1X1+b2X2+"'+prp+€ (1.1)
definiert. Dabei stehen Y, X1, ..., X, fiir Messungen der Variablen V,,V,..., V),
und die bg, b1, ..., b, sind zunéichst unbekannte Regressionsgewichte, deren Wer-

te aus den Messungen geschétzt werden miissen; e représentiert einen “Fehler”,
d.h. den Effekt aller in der Untersuchung nicht weiter kontrollierten Variablen,
die aufler den X7, ..., X, noch einen Einflu} auf ¥ haben. Fiir Y und die Prd-

diktoren X1, ..., X, liegen m Messungen vor, so dass (1.1) einem System von m

Gleichungen mit den p + 1 Unbekannten bg, b1, ..., b, ist:
Y;:b0+b1xi1+b2mi2+~--+bpa:ip+ei, 1=1,....m (1.2)

Ein erstes Problem ist die Schétzung der Parameter bg, by, ..., b,; sie wird iib-

licherweise mit der Methode der Kleinsten Quadrate vorgenommen. Schon mit
relativ kleinen Werten von m und p werden die Rechnungen sehr schnell un-
iibersichtlich, so dass es sich lohnt, eine kompaktere Schreibweise einzufiihren.
Dazu bietet sich der Gebrauch der Vektor- und Matrizschreibweise an und die
dazu korrespondierenden Vektor- und Matrixrechungen. Schreibt man ndmlich
das System (1.2) aus, so erhélt man die Darstellung

YI = bo+01X11 + b2 Xio+ - + b0 X1 +e1
Yo = bo+01Xo1 +b2Xog + -+ +0pXop + €2

: (1.3)
Yo = bo+b01 X1 +02 X2+ + prmp +em

Der Parameter b; taucht in allen Gleichungen als Koeffizient der Messungen
X1, ..., Xm1 der ersten Priadiktorvariablen auf. Man fasst nun diese Messungen
zusammen, indem man sie als eine in Klammern gesetzte Spalte schreibt. In der-
selben Weise geht man mit der zweiten bis zur p-ten Spalte vor. Fiir by fiirt man
eine in Klammern gesetzte Spalte ein, die nur Einsen enthélt, und die Y7,...,Y,,
und die ey, ..., e, schreibt man ebenfalls als eine in Klammern gesetzte Spalte.
Auf diese Weise erhélt man eine Gleichung der Form

Yy 1 r11 Tip €1
Y, 1 a1 T2p €2

=bo| . [+D] : + by : + . (1.4)
Y., 1 Tl Tmp em



Der Vergleich dieser Gleichung mit den Gleichungen (1.3) macht klar, wie diese
Gleichung zu verstehen ist: der Koeffizient b;, j = 0,1,...,p soll mit jeder der
Zahlen in der in Klammern stehenden Spalte von Zahlen multipliziert werden,
und die Spalten sollen komponentenweise addiert werden, d.h. die Zahl an der -
ten Stelle einer Spalte soll zu den Zahlen an der jeweils i-ten Position der iibrigen
Spalten addiert werden. Fiihrt man noch die Bezeichnungen

Y1 1 xlj €1
Y2 N 1 T2j €2

y= . 7]-: . y X5 = . , €= . ajzla"'vp (15)
Um, 1 Ty em

ein, so kann (1.4) in der Form
y:bgf—f- b1X1+b2X2+-‘-—|—prp+e (16)

geschrieben werden. Statt der fett geschriebenen Buchstaben ist auch die Schreib-
weise ¢, Z1,...,Zp,€ liblich; hier wird hauptséchlich von der Fettschrift Ge-
brauch gemacht. T, y, X1 etc stehen also fiir die in Klammern stehenden Spal-
ten von Messwerten. Diese Spalten heiflen m-dimensionale Vektoren!. Die Zahlen
in einer Spalte sind die Komponenten des Vektors, und die Redeweise vom m-
dimensionalen Vektor heifit zunédchst nur, dass die jeweilige Zahlenkolumne eben
m Elemente enthélt. Sicherlich sollte man aber auch die Reihenfolge, in der die
Komponenten zwischen den Klammern erscheinen, nicht verindern — das hiefle
ja, die Messwerte fiir verschiedene Objekte bzw. Personen zu vertauschen. Nicht
nur die Komponenten fiir sich genommen, sondern auch ihre Reihenfolge definiert
demnach einen Vektor.

Fiir eine Reihe von Fragestellungen erweist es sich als niitzlich, die Vektor-
gleichung (1.6) noch kompakter zu schreiben, indem man zur Matrixschreibweise

iibergeht. Dazu fasst man die Vektoren I, xq,... , Xp spaltenweise zu einer Matrix
1 11 712 0 T

xo| D) 17)
1 Tmi Tm2 -+ Tmp

zusammen. Fasst man dariiber hinaus die Koeffizienten by, b1, . .., b, ebenfalls als

Komponenten eines Vektors b auf:

b=| 02 [, (1.8)

'Vektor von lat. vehi = fahren, fahren lassen reiten; vectum — Triger, Fahrer
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so kann man die Vektorgleichung (1.6) als Matrixgleichung anschreiben:
y =Xb+e, (1.9)

wobei der Ausdruck Xb, d.h. das Produkt der Matrix X mit dem Vektor b, so
definiert wird, dass ausgeschrieben gerade die Gleichung

Xb =bol + bix1 + baxo + -+ + bpx, (1.10)

besteht: Xb ist einfach eine kurze Schreibweise fiir bol 4+ bix1 + baxg + - -+ +
byx,. Es erweist sich allerdings als niitzlich, diese Definition noch ausfiihrlicher
zu formulieren, was in Abschnitt 3.3.1 auch geschehen wird.

Offenbar kann man mit Vektoren rechnen: man kann einen Vektor mit einer
Zahl multiplizieren, denn b;x; bedeutet ja, dass jede Komponente von x; mit b;
multipliziert werden soll. Weiter kann man Vektoren addieren, indem man ihre
korrespondierenden Komponenten addiert. Es gibt auch Moglichkeiten, Produkte
von Vektoren zu bilden, worauf in den folgenden Abschnitten ndher eingegangen
wird. Ebenso kann man offenbar auch mit Matrizen rechnen: die Gleichung (1.9)
legt diese Vermutung nahe. Die weitere Entwicklung der Vektor- und Matrix-
rechnung wird zeigen, dass man mit ihr mehr als nur abgekiirzte Schreibweisen
erhilt.

1.2 Eine sehr kurze Geschichte der Vektor- und Matrixrechnung

Die Vektor- und Matrixrechnung ist ein Teil der linearen Algebra, deren Geschich-
te weit zuriickreicht: vor 4000 Jahren konnte man in Babylon Gleichungen mit
zwei Unbekannten 1dsen. 200 vChr erschien in China ein Buch — Neun Kapitel
iitber die Kunst der Mathematik — , in dem ein allgemeiner Lésungsansatz fiir
drei Gleichungen mit drei Unbekannten vorgestellt wurde. Die Begriffe Vektor
und Matrix treten hier noch nicht auf, aber bei diesen frithen Arbeiten wird ge-
wissermaflen die Basis fiir die spitere Entwicklung dieser Begriffe gelegt. Es war
dann Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), der im Zusammenhang mit der
Beantwortung von Fragen zur Entwisserung von Gruben im Harz Gleichungssy-
steme mit mehr als drei Unbekannten 16sen mufite, dafiir eine Systematik suchte
und in diesem Zusammenhang den Begriff der Determinante entwickelte, der heu-
te im Rahmen der Matrixrechnung eingefiithrt wird; wohl unabhéngig von Leibniz
entwickelte 1683 der japanische Mathematiker Takakazu Shinzuke Seki (1642 —
1708) ebenfalls den Begriff der Determinante. Der Schweizer Mathematiker Ga-
briel Cramer (1704 — 1752) fithrte dann ca 50 Jahre spéter auf der Basis der
Leibnizschen Vorarbeiten die nach ihm benannte Cramersche Regel ein, die eine
systematische Losung von linearen Gleichungssystemen mit mehreren Unbekann-
ten gestattet, falls dieses System bestimmte Eigenschaften besitzt. Der ebenfalls
schweizerische Mathematiker Leonhard Euler (1707 — 1783) zeigte dann, dass die
Gleichungssysteme nicht notwendig eine Losung haben. Gegen Ende des 18-ten
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Jahrhunderts fand Carl Friedrich Gauf (1777 — 1855) auf der Basis der Vorarbei-
ten von Leibniz, Cramer und Euler eine effektive Methode zur Losung linearer
Gleichungen. Auf die Theorie linearer Gleichungssysteme wird in Abschnitt 3.16
eingegangen, und Determinanten werden kurz in Abschnitt 3.7 besprochen, — in
diesem Skript wird mehr auf den Begriff der linearen Abhéngigkeit von Vekto-
ren fokussiert, da er fiir die Anwendung der Vektor- und Matrixrechnung in der
multivariaten Statistik eine zentrale Rolle spielt.

Um die Determinanten genauer diskutieren zu kénnen, mufite ein gewisser
formaler Apparat geschaffen werden. FEin entsprechender Ansatz wurde im Jahr
1850 von dem britischen Mathematiker James Joseph Sylvester (1814 — 1897)
gemacht, der den Ausdruck 'Matrix’ (lat. fiir Gebdrmutter, Mutterleib) fiir Felder
von Zahlen der Form (1.7) einfiihrte. Die wichtige Operation der Multiplikation
von Matrizen wurde 1855 von dem britischen Mathematiker Arthur Caley (1821
—1895) im Jahr 1855 definiert.

Im 19-ten Jahrhundert stand aber der Begriff es Vektors wegen seiner An-
wendung in der Physik mehr im Zentrum mathematischer Entwicklungen als der
der Matrix. Zunéchst wurde der Vektorbegriff von dem irischen Mathematiker
und Physiker William Rowan Hamilton (1805 — 1865) im Zusammenhang mit
der Reprisentation komplexer Zahlen z = z + iy, z,y € R, i = /—1, einge-
fithrt; auf ihn geht auch die Bezeichnung Skalar als einer einzelnen reellen Zahl
zuriick: sie ist in Wert auf der rellen Skala zwischen —oo bis +o00. C. F. Gauf}, W.
R. Hamilton und der deutsche Mathematiker Hermann Grassmann (1809-1877)
verallgemeinerten um 1844 den Vektorbegriff fiir den Fall von n > 3 Dimensio-
nen. Der amerikanische Physiker Josiah Willard Gibbs (1839-1903) entwickelte
wesentlich die Vektoranalysis weiter, bei der die Vektorkomponenten Funktionen
der Zeit sind, worauf allerdings in diesem Skript nicht eingegangen wird. Weiteren
Aufschwung erfuhr der Vektor- und Matrixkalkiil nach dem zweiten Weltkrieg,
als groflere Computer zur Verfiigung standen, mit denen sich ausgedehntere Rech-
nungen durchfithren lassen. Mittlerweile ist die Vektor- und Matrixrechnung fiir
die multivariate Statistik ein nahezu unentbehrliches Hilfsmittel geworden.

Der Ausdruck Matrixkalkil driickt einen wesentlichen Aspekt der Matrixre-
chung aus: die Regeln der Verkniipfung von Matrizen und Vektoren sind so an-
gelegt, dass ihre formale Anwendung zu Einsichten in die Struktur von Transfor-
mationen z.B. von Vektoren und damit von Beziehungen zwischen Variablen die
sich ohne diesen Kalkiil nur sehr miihselig entschliisseln lassen. Das Kalkiilhafte
der Matrix- und Vektorrechnung erleichtert diese Analysen ganz auflerordentlich
und fiihrt gleichzeitig zu einem tieferen Verstdndnis der Beziehungen zwischen
den verschiedenen Transformationen, was wiederum ein besseres Verstandnis der
multivariaten Verfahren bedeutet.



2 Vektoren

"Der Punkt ist fiir den Empirismus eine problematische Sache.”

2.1 Der euklidische Raum R"

Der in Abschnitt 1.1 gegebenen intuitiven Einfithrung zufolge sind Vektoren so-
genannte n-Tupel reeller Zahlen, bei denen es auf die Reihenfolge der Zahlen
ankommt, denn wiirde man die Reihenfolge vertauschen, wiirde man den Perso-
nen oder allgemein den Objekten falsche Mafizahlen zuordnen.

Bevor aber die allgemeine Definition des n-dimensionalen Vektors vorgestellt
wird, soll der n-dimensionale Punktraum definiert werden. Auf einer Geraden
kann zunéchst ein Nullpunkt festgelegt werden. Die Punkte rechts von diesem
Punkt seien Punkte auf der "positiven” Halbgeraden, die auf der linken Seite
seien "negative” Punkte. Der Abstand eines Punktes P auf der positiven Halbge-
raden vom Nullpunkt sei € R, d.h. ein Punkt entspricht einer reellen Zahl, und
R ist die Vereinigung der Menge der ganzen Zahlen ... —3,-2,1—,0,1,2,3, ...,
der rationalen Zahlen p/q und —p/q, wobei p € N,0 # ¢ € N, und der Men-
ge der irrationalen (= nicht als Quotient, d.h. Ratio, darstellbaren) Zahlen wie
V2,7, e etc. Man kann diese Gleichsetzung von Punkt und reeller Zahl als Defi-
nition des Begriffs 'Punkt’ betrachten; die philosophischen und mathematischen
Betrachtungen zum Begriff des Punkts haben eine iiber 2000-jdhrige Geschichte,
auf deren Details hier weder eingegangen werden kann noch muf (vergl. Bediirftig
et al. (2012)). z ist dann eine Koordinate des Punktes auf der Geraden. Analog
dazu ist —x die Koordinaten eines Punktes auf der linken Halbgeraden. Man kann
P(z) oder P = (x) schreiben, um anzugeben, dass p die Koordinate = auf der
Geraden hat.

Gegeben sei eine Ebene, auf der ein Koordinatensystem eingetragen worden
sei. Irgendein Punkt P auf der Ebene kann dann durch die Koordinaten (z1,z2)
beschrieben werden; x; ist die Koordinate auf der ersten Koordinatenachse, zo
ist die Koordinate auf der zweiten Koordinatenachse. Man kann P(z1,x2) oder
P = (z1,x9) schreiben, um anzugeben, dass P die Koordinaten z; und z9 hat.
Ein Punkt entspricht nun einem Element von R x R = R?, und R? ist die Menge
aller Paare von reellen Zahlen.

Analog dazu schreibt man P(z1,x2,x3) oder P = (x1,z2,23), um den Ort
eines Punktes im dreidimensionalen Raum zu spezifizieren. Man kann diese Defi-
nition auf den allgemeinen Fall von n Koordinaten verallgemeinern: P(z1, ..., )
charakterisiert einen "Punkt” im n-dimensionalen Punktraum R", womit das n-
fache Cartesische Produkt

Rx---xR=R" (2.1)

?Bediirftig & Murawski (2012), p. 175
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gemeint ist. Dies bedeutet, dass der n-dimensionale Punktraum die Menge aller
n-Tupel z1 € R, 23 € R, --- x, € R sein soll; die x; konnen alle Werte aus
R annehmen. Dass man fiir n > 3 keine geometrische Anschauung mehr hat, ist
dabei unwesentlich, da sich alle Formeln, z.B. fiir die Distanz zwischen irgendzwei
Punkten, fiir beliebiges n € N anschreiben lassen. Fiir die euklidische Distanz
zwischen zwei Punkten P(z, ..., x,) und Q(y1,...,yn) gilt zum Beispiel

dies ist der Satz des Pythagoras fiir n Dimensionen. Es ist kein Problem, statt der
Menge R die Menge C der komplexen Zahlen z = x + iy mit 2,y € R, i = v/—1
anzunehmen, aber darauf mufl in den Standardanwendungen der Vektorrechung
in der multivariaten Statistik nicht weiter eingegangen werden.

In der Einfithrung sind Vektoren ebenfalls als n-Tupel reeller Zahlen einge-
fithrt worden, so dass es den Anschein haben kann, dass Punkte und Vektoren
ein- und dasselbe zu sein scheinen. Dies ist nicht ganz so, wie in Abschnitt 2.2
deutlich werden wird.

Mit den Koordinaten von Punkten lassen sich gewisse Operationen durchfiih-
ren, die wiederum Punkte definieren:

Definition 2.1 Es sei P(x1,...,x,) ein Punkt mit den Koordinaten x1,...,2y,).
Dann ist Q@ = aP, a € R ein Punkt mit den Koordinaten

Q =aP(z1,...,x,) = (az1,...,aTy). (2.3)

Definition 2.2 Offenbar ist Q ein Punkt auf der Geraden, die durch den Null-
punkt O und durch P geht. Liegen mehrere Punkte auf einer Geraden, so heiflen
sie kollinear.

So seien A(z1,y1), B(x2,y2),C(x3,ys3) irgend drei Punkte. Die Punkte sind kolli-

near, wennmn

C—A=a(B-A), ackR,

d.h.
(3 — 21,3 —y1) = a(z2 — 21,92 — y1)-

Definition 2.3 FEs seien P und Q mit den Koordinaten (x1,....2y) und (Y1, .., Yn)
Dann ist R = P + Q der Punkt mit den Koordinaten

R=P+Q=(z1+Yi, .- Tn+ Yn)- (2.4)
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Die folgenden Aussagen ergeben sich direkt aus den Rechenregeln fiir reelle Zah-
len:

. P+ Q = Q + P fiir beliebige Punkte P und @ aus R",
(P+Q)+R=P+(Q+R)

. O, sei der neutrale Punkt des R"™, wenn P + O,, = P fiir P € R",

. Fiir irgendeinen Punkt P gilt dann P+ (—P) = P — P = O,,

.1P =P, PeR",

(ab)P = a(bP), P € R", a,b € R,

(a+b)P=aP+bP,a,be R, PeR",

.a(P+Q)=aP+aQ,a R, PQ cR".

Im R™ kann eine Metrik durch eine Distanz d zwischen irgendzwei Punkten
erklart werden:

0 N DU W

Definition 2.4 FEs seien P, € R" irgendzwei Punkte, und d sei die Distanz
zwischen P und Q: Wenn die Bedingungen

1.d(P,Q) > 0,

2.d(P,Q) = d(Q, P)

3. Es sei R € R™ ein weiterer Punkt; dann gilt d(P,R) < d(P,Q) + d(Q, R)
(Dreiecksungleichung).

Dann definiert die Distanz d eine Metrik.

Die in (2.2) erklédrte euklidische Distanz d definiert die euklidische Metrik. Eine
Verallgemeinerung der euklidischen Metrik ist die Minowski-Metrix®

n

1/p
d(Pv Q) = (Z(xl - yz)p) y DPE Ra (25)

=1

die insbesondere in der Multidimensionalen Skalierung Anwendung findet; Fiifir
p = 2 erhélt man die Euklidische Metrik.

2.2 Definition von Vektoren

In der Einfithrung wurden Vektoren? als geordnete n-Tupel von reellen Zahlen
eingefiihrt; damit ergibt sich zunéchst kein Unterschied zu den Punkten im R™,
die ja ebenfalls durch n-Tupel reeller Zahlen definiert wurden. Diese Charak-
terisierung entspricht nicht der allgemeinsten Definition von Vektoren, aber die
allgemeine Definition soll auf spéatere Kapitel verschoben werden. Der Unterschied
zu einem Punkt im R"™ besteht in der Bedeutung, die dem n-Tupel zugeschrieben
wird: Vektoren sind gerichtete Grofien®. Dieser Ausdruck kommt aus der Physik,

3Hermann Minkowski (1864 — 1909), Mathematiker

“von lat. Tréger, Fahrer

®(Wer es liecber gesungen mag: https://www.youtube.com/watch?v=TzaYsyNvvZA. Der Au-
tor dieses Skripts ist nicht der Sidnger.
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Abbildung 1: Vektoren: (a) Komponenten, (b) verschiedene Repriisentaten eines
Vektors, (c) Linearkombination, (d) der Anfangspunkt wurde in den Koordina-
tenursprung gelegt

(a) (b) (c) (d)
A A A A
Z=aX+bY
b, /
X

X
Xp Z=aX+bY
a, X

Y v
— = - >

wo man z.B. Krifte betrachtet, die in jeweils eine bestimmte Richtung mit einer
bestrimmten Auspriagung wirken und die man durch einen Pfeil reprisentieren
kann, der in die Richtung der Wirkung der Kraft zeigt und dessen Linge die Aus-
pragung oder Grofle der Kraft reprisentiert. Ein anderes Beispiel ist ein Partikel,
dass sich im R?® bewegt und dessen Bewegung zu einem bestimmten Zeitpunkt
t durch eine bestimmte Orientierung (Richtung) und eine bestimmte Gewchwin-
digkeit bestimmt ist. Fiir jeden Zeitpunkt ¢ kann man dann einen Pfeil zeichnen,
dessen Orientierung die Richtung der Bewegung anzeigt und dessen Lénge die
Geschwindigkeit représentiert. Da es nur auf die Orientierung und die Lénge des
Pfeils ankommt, dienen die Komponenten auch nur zur Bestimmung der Orien-
tierung und der Lénge des Pfeils, der Ort im Koordinatensysytem wird damit
nicht festgelegt. Es seien (a1, a2, as) die Koordinaten des Anfangspunktes und
(b1, ba, b3) seien die Koordinaten des Endpunktes des Pfeils. Die Komponenten
des Vektors, den der Pfeil reprisentiert, sind dann

in:bi—ai, izl,---,n (2.6)

wobei im Falle der Beispiele aus der Physik n = 3. Es sei angemerkt, dass im
2-dimensionalen Fall die Orientierung 6 eines Vektors durch

Z2

tanf = — 2.
an - (2.7)
gegeben ist (vergl. Abbildung 3).
Man schreibt
T
%)
Tn

Der Fall n = 1 ist ein Spezialfall, der als Skalar bezeichnet wird, weil er auf der
”Skala” von —oo bis +00 liegt. Es kommt auf die Anordnung der Komponenten an:
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die gleichen Komponenten in anderer Anordnung definieren einen anderen Vektor.
Der Reprisentation durch einen Pfeil entspricht die in Gleichung (2.8) bereits
eingefithrte Schreibweise ¥ fiir einen Vektor. Insbesondere im angelséichsischen
Sprachraum wird oft die Fettschrift x, y, a, etc gewéhlt. Diese Schreibweise wird
hier iibernommen, weil sie im Allgemeinen sehr iibersichtlich ist, aber auch von
der Z-Schreibweise wird gelegentlich Gebrauch gemacht.

Da in die Definition eines Vektors nur die in (2.6) definierten Komponenten,
nicht aber die Koordinaten a;,b; eingehen, kommt es offenbar auf die Positi-
on eines Vektors in einem Koordinatensystem nicht an. Dies bedeutet, dass ein
Vektor eine Aquivalenzklasse definiert: ein Vektor ist die Menge aller Pfeile mit
gleicher Orientierung und Lénge, unabhéingig von der Position eines Pfeils. Ein
bestimmter Pfeil aus dieser Aquivalenzklasse ist ein Reprisentant des Vektors.

Beziehung zum R": Da x ein n-Tupel ist, kann x ebenso einen Punkt mit den

Koordinaten (z1,...,z,) bedeuten. Wihlt man eine Représentation von x der-
art, dass der Anfangspunkt des Pfeils im Ursprung des Koordinatensystems liegt,
so definiert (x1,...,x,) tatsdchlich den Endpunkt der Reprisentation. Soll also

x einen Vektor bezeichnen, so ist offenbar etwas anderes gemeint, ndmlich nicht
einen Punkt, sondern ein Linienelement mit einer bestimmten Linge und Orien-
tierung. Diese Interpretation erleichtert bestimmte Betrachtungen. Dass man, wie
in der Einfiihrung angedeutet, Messwerte als Komponenten wihlen kann, erweist
sich als mit dieser Interpretation kompatibel, wie noch deutlich werden wird. [J

Spalten- und Zeilenvektoren: Ein Vektor wird, wie in (2.8) bereits angedeutet,
als Spalte angeschrieben. Ein Vektor kann gestirzt oder transponiert werden, —
dann wird er als Zeile angeschrieben und mit x’ bezeichnet. Es ist dann

P =x=xT=x'=x" = (21,20,...,7,). (2.9)

x’ und x” sind nur verschiedene Schreibweisen, T bzw. ¢ stehen fiir *transponiert’.
Damit es bei der Verwendung von T" oder ¢ nicht zu Verwechslungen kommt, wird
auch ein spezielles T wie in x' verwendet. In diesem Text wird hauptséchlich
die Scheibweise x’ verwendet. Natiirlich ist dann (x’)’ = x. Dementsprechend
schreibt man auch zur Platzersparnis x = (21,2, ...,z,)’, d.h. ein Zeilenvektor,
der gestiirzt wird, ist wieder ein Spaltenvektor.

Da die Komponenten als Koordinatendifferenzen zu interpretieren sind und
der Ort des Vektors keine Rolle spielt (vergl. Abbildung 1), werden in vielen
Anwendungen die Anfangspunkte der Vektoren in den Koordinatenursprung (0-
Punkt) gelegt. Die Komponenten entsprechen dann den Koordinaten des End-
punktes eines Vektors.

Spezielle Vektoren: Es gibt spezielle Vektoren, die sich in Anwendungen des
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Vektorbegriffs als niitzlich erweisen:

0 = (0,0,...,0) (2.10)
I = (1,1,...,1 (2.11)
e = (0,...,0,1,0,...,0) (2.12)

0 ist der Nullvektor, seine Komponenten sind alle gleich Null. T ist der Einsvek-
tor, seine Komponenten sind alle gleich 1. e; ist der i-te Einheitsvektor. Seine
Komponenten sind alle gleich Null bis auf die i-te, die gleich 1 ist. Die Anzahl
der Komponenten dieser Vektoren ist gleich n, und der Wert von n wird durch
den Zusammenhang, in dem diese Vektoren verwendet werden, festgelegt. Fiir
einen gegebenen Wert von n gibt es n Einheitsvektoren, da ¢ den Wert 1,2,....,n
annehmen kann.

2.2.1 Typen von Vektoren

Gelegentlich ist es niitzlich, bestimmte Typen von Vektoren zu unterscheiden.
Gegeben sei ein Koordinatensystem; in Abbildung 2 wird der Ubersichtlichkeit
wegen nur ein 2-dimensionales Koordinatensystem betrachtet, aber alle Begriffe
iibertragen sich auf n-dimensionale Systeme. In einem Koordinatensystem werden
Punkte durch Angaben ihrer Koordinaten spezifiziert, etwa: A : (x1,...,x,); die
Koordinaten werden stets in einer Zeile angeschrieben. In Abb. 2 (a) hat man die
Punkte 0 mit den Koordinaten (0, 0), A: (3,7), B: (7,2), und C: (4, —5).

Abbildung 2: Orts-, Verbindungs-, Richtungs- und Stiitzvektoren

(a) (b)
XZ A G A
-l
A@3,7) A,
B
D (-4, 5) o ~~.__D
AB —> Tl
0A 0A N
oB__» B2
0(0,0) S >
X1 r\“
R
o
C (4, -5)

Ortsvektoren: Man kann nun Vektoren betr;ac)hten, die vom Nullpunkt des Ko-
ordinatensystems zu einem Punkt weisen: OA, OB und OD. Diese Vektoren
heiflen Ortsvektoren, eben weil sie zu einem Ort, d.h. einem Punkt zeigen. Sie
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werden wie iiblich in Spaltenform geschrieben:

(74:@),0?:(;),68:(_45). (2.13)

Verbindungsvektoren: Man kann auch den Vektor betrachten, dessen Anfangs-
punkt der Punkt A und dessen Endpunkt der Punkt B ist; Dies ist ein Verbin-
dungsvektor. Er ist ist durch Komponenten definiert, die sich als Differenzen der
Koordinaten der Punkte B und A ergeben

- (30)-(3)-(3)-(4)-om-01 e

oder, analog dazu, der Punkte A und B

— 3-7 3 7 —4 —
- (1)) ()~ () -oh o0
Die Komponenten des Verbindungsvektors E sind offenbar gleich den Kompo-
nenten des Ortsvektors fiir den Punkt C, der wiederum als Verbindungsvektor
fiir die Punkte 0 und C angesehen werden kann; O? und AB sind verschiedene

Reprisentanten desselben Vektors. Natiirlich kann man auch den Verbindungs-
vektor vom Punkt B zum Punkt A bestimmen:

- (31)-(3)-()-(3) ot

—
Offenbar ist ﬁ = —BA, d.h. die beiden Veﬁ)ren zeigen in entgegengesetzte
Richtungen, wie die Vektoren O(% und 013 = BA.

Richtungsvektoren: Alle Vektoren kénnen auch als Richtungsvektoren oder Ori-
entierungsvektoren aufgefasst werden: AB bzw. BA geben die Richtung bzw. Ori-
entierung der Geraden G an. Allgemein zeigt jeder Vektor die Orientierung einer
Geraden an, auf der der Vektor liegt. Man kann etwa den Vektor OC also Orien-
tierungsvektor fiir die Gerade G auffassen; man schreibt dann auch ¥ =r = O

Um etwa eine Gerade darzustellen, ben6tigt man einen Punkt, der auf der
Geraden G liegt und damit die Position der Geraden festlegt, und einen Rich-
tungsvektor r, der die Orientierung von G festlegt: mit x4 = OA hat man

G:xg+Ar, MeR (2.16)

wobei A ein Parameter ist, mit dem ein Punkt D oder D’ auf der Geraden be-
stimmt wird. In Bezug auf Abbildung 2 (a) hat man insbesondere fiir den Punkt

(1) (4)-(3): o
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Die Beziehung (2.16) definiert also Ortsvektoren fiir Punkte, die auf der Geraden
liegen. Der Richtungsvektor r kann natiirlich beliebig vorgegeben werden; hier
ist er nur speziell fiir eine Orientierung gewéhlt worden, die durch die Punkte A
und B festgelegt wurde. Abbildung 2 (b) illustriert den Fall, bei dem ein Punkt
A auf der Geraden durch den Ortsvektor O—1>4 definiert wird und die Orientierung
der Geraden durch den Richtungsvektor r = (3,—1)" (man beachte, dass r hier
als Zeilenvektor (3,—1)" angeschrieben wird, es ist also nicht der Punkt (3,—1)
gemeint).

Stiitzvektoren: Die Ortsvektoren (ﬁ und @ — die ja auch Verbindungsvekto-
ren fiir die Punkte O und A bzw B sind — koénnen als Stiitzvektoren fiir die Gerade
G aufgefasst werden. Ihre Endpunkte definieren eine Gerade, ndmlich die Gerade,
die durch die Endpunkte dieser Vektoren verlauft, das ist hier die Gerade G, —
die Vektoren stiitzen gewissermafien die Gerade. Eine Gerade kann auch durch
fiir einen Stiitzvektor, etwa O A definiert werden, sofern noch ein Richtungs- oder
Orientierungsvektor gegeben ist, s. Abbildung 2 (b).

Im 3-dimensionalen Raum wird man drei 3-dimensionale Vektoren ben&tigen,
um eine Ebene zu "stiitzen”, d.h. um ihrer Orientierung im Raum festzulegen,
und im n-dimensionalen Raum wird man n n-dimensionale Vektoren benétigen,
um eine Verallgemeinerung der Ebene, eine Hyperebene, orientierungsméifig zu
spezifizieren (Hyperebenen werden in Abschnitt 2.4.1 betrachtet).

Zufallsvektoren: Die Komponenten eines Vektors kénnen zufillige Variablen
sein; der Vektor heift dann auch Zufallsvektor. So ist ein Vektor, dessen Kom-
ponenten Messwerte sind, immer auch ein Zufallsvektor. Zufillige Verdnderliche
X haben unter bestimmten Bedingungen einen Erwartungswert E(X), das ist
das arithmetische Mittel iiber alle moglichen Realisierungen von X. Dementspre-
chend kann ein zufilliger Vektor x = (z1,...,z,)" mit einem Erwartungswert-
vektor E(x) = (E(z1),...,E(xy,)) assoziiert werden. In diesem Skript wird im
Allgemeinen nicht besonders hervorgehoben, dass ein Vektor ein Zufallsvektor
ist, da es hier mehr auf die Algebra von Vektoren ankommt.

Zusammenfassend kann man sagen, dass jeder Vektor als Orts-, Verbindungs-,
Richtungs-, Stiitz- oder Zufallsvektor aufgefasst werden kann; welche Bezeichung
man wéahlt, hingt von der Funktion ab, die man einem Vektor bei der jeweiligen
Betrachtung zuordnet.

2.2.2 Linearkombinationen

Vektoren kénnen unter bestimmten Bedingungen addiert werden, wobei die Vek-
toren noch "gewichtet” werden kénnen, wobei die Gewichtung formal der Multi-
plikation eines Vektors mit einem Skalar entspricht. Dazu sei A € R ein Skalar,
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und x sei ein Vektor. Dann ist mit Ax der Vektor

I )\331
T2 )\SCQ

AX = A ) = ) , (2.17)
Tn, ATp,

d.h. die Multiplikation mit einem Skalar bedeutet, dass jede Komponente des Vek-
tors mit diesem Skalar multipliziert wird; in Gleichung (1.4) wurde diese Schreib-
weise bereits eingefiihrt. Eine geometrische Veranschaulichung des Effekts dieser
Multiplikation wird in Abschnitt 2.2.3 gegeben.

Es seien x; und x3 zwei n-dimensionale Vektoren, und es seien A und g ir-
gendzwei Skalare. Dann heifit der Vektor y, der durch

Y1 Az11 + pi2
Y2 A2 + pT22

y= : = AX1 + pxg = : (2.18)
Yn )\xnl + UTn2

definiert ist, eine Linearkombination der Vektoren x; und x3. Man beachte, dass
hier der Begriff "linear” gerechtfertigt ist: in (2.18) tritt keine von x; und xo
unabhéngige Konstante bzw. kein Konstantenvektor auf; gidbe es einen solchen
Vektor in (2.18), so wire die Beziehung affin.

Die Gleichung (1.6), die die multiple Regression als Vektorgleichung darstellt,
ist also formal eine Linearkombination. Mit dem Begriff der Linearkombination
wird auch erkldrt, was unter der Summe und der Differenz zweier Vektoren zu
verstehen ist. Sei A = p = 1. Dann ist y die Summe der beiden Vektoren, und
die Komponenten von y sind die Summen der Komponenten von x; und xo. Die
Differenz erhélt man, wenn man A = 1 und pu = —1 setzt.

Beispiel 2.1 Linearkombinationen von Einheitsvektoren Es seien e; die
in (2.12) eingefiihrten Einheitsvektoren, i = 1,...,n. x = (x1,z2,...,2,)" sei ein
beliebiger n-dimensionaler Vektor. Dann ist x die Linearkombination der Ein-
heitsvektoren eq,...,e,. Denn

T 1 0 0
o 0 1 0

X = . =z | . | +x2| . |+ Fan] . |- (2.19)
x 0 0 1

S

Abb. 3 zeigt den Vektor x in einem rechtwinkligen Koordinatensystem, in dem
der Einheitsvektor e; = (1,0)" auf der X;-Achse und der Einheitsvektor e; =
(0,1)" auf der X5-Achse liegt. Tatsiichlich stehen die Einheitsvektoren senkrecht
aufeinander; die Begriindung fiir diese Aussage wird in Abschnitt 2.2.3, Beispiel
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Abbildung 3: Vektor als Linearkombination von Einheitsvektoren; tan 6 = x9 /1
ist die Orientierung des Vektors.

X2

theta

X4 1

2.5, Seite 26 geliefert. Die Komponenten z; und z2 von x erscheinen hier als
Koordinaten des Endpunkts von x in einem durch e; und es definierten Koor-
dinatensystem. Die Interpretation der Komponenten als Koordinaten in einem
durch Vektoren bestimmten Koordinatensystem wird in allgemeiner Form in Ab-
schnitt 2.4.2 diskutiert. ([l

2.2.3 Produkte von Vektoren

Die Regeln (i) der Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar und (ii) der
Addition von Vektoren, die wegen der Regel (i) auch die Subtraktion von Vektoren
erklart (man mufl einen Vektor nur mit -1 multiplizieren und die Summation
wird zu einer Subtraktion), legen nahe, auch die Multiplikation von Vektoren
zu definieren. Analog zur Addition von Vektoren — die Summe zweier Vektoren
wird durch die Summe der zueinander korrespondierenden Komponenten erklért
— konnte man vereinbaren, ein Produkt x * y der Vektoren x und y durch

xxy = (T1y1, T2Y2, - - -, Tnln)’

zu definieren, also durch einen Vektor, dessen Komponenten die Produkte der
zueinander korrespondierenden Komponenten sind. Eine solche Definition wére
formal moglich, aber es zeigt sich, dass ihr keine interessante Bedeutung zu-
zuordnen ist. Es haben sich drei Definitionen von Produkten von Vektoren als
interessant erwiesen:

(i) Das Skalarprodukt (auch: inneres Produkt, oder dot product im Englischen)
x'y, das gleich einem Skalar, also einer einzelnen reellen Zahl ist. Es spielt
in der multivariaten Statistik eine zentrale Rolle, u.a. erweisen sich z. B.
Mittelwerte, Varianzen und Kovarianzen als Skalarprodukte von Vektoren.
Es wird im folgenden Abschnitt 2.2.3 vorgestellt.

(ii) das dyadische Produktxy’, das gleich einer Matrix ist, deren Elemente durch
Produkte der Komponenten von x und y definiert sind. Das Produkt xy’
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erweist sich als sehr niitzlich, wenn Varianz-Kovarianzmatrizen definiert
werden; es wird erst in Abschnitt 2.2.5 besprochen, weil es den Matrixbegriff
voraussetzt.

(iii) Das vektorielle Produkt (auch: Kreuzprodukt, oder &ufleres Produkt) x x y,
das gleich einem zu den Vektoren x und y orthogonalen Vektor z ist, der
damit einen Normalenvektor fiir die durch x und y aufgespannte Ebene bil-
det. Normalenvektoren erweisen sich u. a. als niitzlich, wenn Teilrdume von
Vektorrdumen charakterisiert werden sollen. Dariiber hinaus liefert das vek-
torielle Produkt eine gewisse Veranschaulichung der Bedeutung von Deter-
minanten von Matrizen, die in Abschnitt 3.7, Seite 83, besprochen werden.
Das vektorielle Produkt spielt in der multivariaten Analyse keine bedeu-
tende Rolle und wird hier mehr aus Vollstandigkeitsgriinden behandelt; es
wird in Abschnitt 8.1 vorgestellt, der aber fiir das Versténdnis der folgenden
Abschnitte nicht wesentlich ist und bei der Lektiire iibersprungen werden
kann, wenn man sich nur iiber die fiir die hauptsichlichen Anwendungen
der Vektor- und Matrixrechnung in der multivariaten Statistik interessiert.

Das Skalarprodukt Das Skalarprodukt wird in der folgenden Definition einge-
fithrt:

Definition 2.5 Es seienx = (z1,...,2,) undy= (y1,...,yn) 2wein-dimensionale
Vektoren. Dann ist das Skalarprodukt von x und y durch

n
ry= Z TiVi (2.20)
i=1
definiert.

x'y ist ein Skalar, also eine “einfache” Zahl (kein Vektor), deswegen der Aus-
druck ’Skalarprodukt’. Die Schreibweise x"y legt nahe, dass das Skalarprodukt in
der Form

n
: v2 -
Xy = (x1,22,...,Tp) . :Za:iyi (2.21)
: i=1
Yn

angeschrieben wird; der Sinn dieser Anordnung von x und y wird deutlich, wenn
die Multiplikation von Matrizen erklirt wird. Statt des Ausdrucks 'Skalarprodukt’
kommt auch der Ausdruck ’inneres Produkt’ vor, und statt der Bezeichung xy
kommen auch die Schreibweisen x”y, (x,y) und x - y vor; insbesondere in der
anglo-amerikanischen Literatur findet man auch den Ausdruck dot product fiir
das Skalarprodukt x"y (der Ausdruck scalar product ist aber ebenfalls {iblich).

Es zeigt sich (s. unten), dass der Mittelwert, die Varianz, die Kovarianz
und der Produkt-Moment-Korrelationskoeffizient Spezialfiille von Skalarproduk-
ten sind.
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Linge und Normierung von Vektoren Fiir x = y erhélt man
n
xX'x =Y a7 =|x|’ (2.22)
i=1

Am Beispiel n = 2 sieht man, dass ||x||?> das Quadrat der Linge des Vektors x
ist (Satz des Pythagoras). Also ist ||x| = Vx'x die Norm, d.h. die Linge des
Vektors.

Es sei 0 # ||x|| # 1. Dann kann x normiert werden. Dies geschieht durch
Multiplikation mit einem geeignet gewédhlten Skalar A:

1A = [Alflx[] = 1.

Daraus folgt sofort
1

IREY

denn ||x|| > 0. Ein Vektor mit der Lénge ||x|| wird also normiert, indem man
seine Komponenten mit 1/||x|| multipliziert.

A > 0, (2.23)

Generell bedeutet die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar eine Ska-
lierung der Lange des Vektors:

n

x| =D (hai)® = N1,

i=1
also
A = [A[lIx]l- (2.24)
Dass hier |A| statt nur X steht, folgt daraus, dass notwendig ||Ax|| > 0 sein mu$,
unabhéngig davon, ob A grofler oder kleiner als Null ist.

Eigenschaften des Skalarprodukts: Das Skalarprodukt hat die folgenden Ei-
genschaften bzw. fiir das Skalarprodukt gelten die folgenden Rechenregeln (alle
Vektoren sind n-dimensional):

Positive Definitheit x'x = (x,x) >0, x'x =0 < x = 0.
)

Assoziativitét A ER, (Ax,y) = (x,Ay) = A\(x,y (2.25)
Kommutativitéit Xy =y'x '
Distributivitét (x+y)z=x'z+y'z.

Diese Eigenschaften folgen sofort aus der Definition (2.20) des Skalarprodukts.

Das Skalarprodukt und der Winkel zwischen zwei Vektoren Es wird
zunichst an den Kosinussatz erinnert: Es gilt (vergl. Abb. 1, (a))

a? = b* + ¢ — 2bccos a. (2.26)
Beweis: h ist das von Punkt C auf die Verbindungslinie ¢ = AB gefillte Lot
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Abbildung 4: Zum Kosinussatz a? = b? + ¢ — 2bc cos

(@) (b)

(P). Esist d = AP, e = PB. Nach dem Satz des Pythagoras ist a? = h? +¢? und
b2 = h% +d?, d.h. h? = b — d?, und nach Abb. 4 ist €2 = (¢ — d)?, so dass

a?=h+e = -+ (c—d)? =+ -2

folgt. Weiter gilt cosa = d/b, dh d = bcos . Damit erhilt man a? = b2 + ¢ —
2bc cos a. O

Anmerkung: Fiir o = 7/2 (90°) ist (2.26) gerade die Aussage des Satzes von
Pythagoras. Umgekehrt kann man (2.26) fiir o # 7/2 als Verallgemeinerung des
Satzes des Pythagoras ansehen. U

In vektorieller Schreibweise nimmt der Kosinussatz (2.26) die Form
I = yII* = [Ix* + Iy I* = 2llx]|[ly]| cos o (2.27)

an (vergl. Abbildung 4 (b)). Fiir a = 7/2, also fiir einen Winkel von 90, folgt
cosa = 0 und es ergibt sich der Satz des Pythagoras in Vektorschreibweise.
Hieraus folgt eine Beziehung zwischen dem Skalarprodukt x’y und dem Kosinus
des Winkels a: es ist

= yIP = 3G = yi)? = 3wt + S0 uF 2> iy = I + ]2 — 2xy.

%
Setzt man diesen Ausdruck fiir ||x — y||? in (2.27) ein, so wird man auf die Be-

ziehung
x'y = |xlly] cosa (2.28)

gefiithrt. Das Skalarprodukt wird also einerseits durch die Léngen ||x||,|y| der
Vektoren und andererseits durch den Winkel @ zwischen den Vektoren bestimmt.
Fiir einen gegebenen Winkel o kann man den Effekt der Lange leicht ausdriicken:
Die Léange eines Vektors, etwa des Vektors x, werde um den Faktor A\ veréndert,
so dass aus x der Vektor X = Ax entsteht. Dann ist

X'y = Allx[[lyll cos & = Axy, (2.29)
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d.h. des Skalarprodukt wird dann um den gleichen Faktor A\ vergroflert (A > 1)
oder verkleinert (A < 1).

Man macht sich leicht klar, in welcher Weise das Skalarprodukt fiir gegebene
Vektorldngen ||x|| und |y| vom Winkel a zwischen den Vektoren abhéngt. Man

hat
Ixllyll, a=0, cosa=1

X'y = 0, a=7%, cosa=0 (2.30)

—x||llyll, a=m, cosa=-1

Fiir @ = 0 wird x’y also maximal, fiir &« = 7 wird x'y minimal, und fiir a« = 7/2
nimmt x"y den Wert Null an.

Man kann die Gleichung (2.28) nach cos o auflosen:

/

x'y x y

=7 = = (2.31)
=lllyll 1=l iyl

Ccos «
Wie die rechte Seite zeigt, ist cos a gleich dem Skalarprodukt der normierten Vek-
toren x/||x|| und y/||y||; dies bedeutet eine Normierung des Skalarprodukts auf

das Intervall [—1, +1], denn anhand der vorausgegangnen Gleichungen verifiziert
man leicht

1, a=0
x'y
B 07 o = £7 2.32
=] 2 (2:32)
-1, a=m.

Fiir « = 7/2 ( = 90°) ist cos @ = 0, dann folgt x'y = 0. Fiir den Fall « = /2
stehen die Vektoren x und y senkrecht aufeinander, d.h. sie bilden einen rechten
Winkel. Deshalb heifien die beiden Vektoren orthogonal® zueinander.

Anmerkungen:

1. Fiir zwei dreidimensionale Vektoren ist den Winkel zwischen ihnen ebenfalls
definiert. Im allgemeinen n-dimensionalen Fall mit n > 3 ist intuitiv nicht
mehr klar, was ein Winkel zwischen den Vektoren bedeuten soll; in diesem
Fall wird die rechte Seite von (2.31) als Definition des Winkels zwischen
ihnen interpretiert.

2. Korrespondierend zur Definition von cos# durch (2.31) wird gelegentlich
(2.28) als Definition des Skalarprodukts xy verwendet, — aus der dann der
Kosinussatz mit dem Spezialfall der Satz des Pythagoras und letztlich die
urspriingliche Definition (2.20) des Skalarprodukts folgt.

Svon griechisch orthos (6pad¢) = richtig, recht-, und gonia (ywria) = Ecke, Winkel
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Beispiel 2.2 Der Mittelwert als Skalarprodukt Es sei x = (z1,22,...,z,)
ein Vektor mit n Messwerten, und 1 sei der in (2.11) eingefiihrte n-dimensionale
Einsvektor. Dann ist die Summe der Komponenten durch x'1 gegeben und ihr

Mittelwert 148t sich durch ) )

= -1x=—-x1 (2.33)

n n
ausdriicken. Im Ubrigen ist I’T = ||1||> = n, so dass die Linge von 1 durch
IIL]| = /n gegeben ist. O

Beispiel 2.3 Varianz und Standardabweichung Es sei X ein n-dimensionaler
Vektor von Messwerten. Der Mittelwert der Messwerte, also der Komponenten
von X, ist nach (2.33) durch z = 11’x gegeben. Dann ist

1-
x=X--1x (2.34)
n

der Vektor der Abweichungen der Komponenten von X vom Mittelwert (f’ X=12I
ist ein Skalar, mit dem der Vektor T multipliziert wird, I'x1 ist also ein Vektor,
dessen Komponenten alle gleich Z sind). Dann ist ||x||? die Summe der Quadrate
der Abweichungen vom Mittelwert, so dass

1
2 2
== 2.35

ein Ausdruck fiir die Stichprobenvarianz der Messwerte ist (natiirlich kann man
auch durch n—1 teilen, um den Bias dieser Varianzschétzung auszugleichen), und

s (2.36)

= Lx
- L

ist ein Ausdruck fiir die Standardabweichung. Unter der Voraussetzung, dass x
wie in (2.34) definiert ist, ist ||x]||? ist also proportional zu Varianz, und die Linge
des Vektors x ist proportional zur Standardabweichung der Messwerte. ]

Beispiel 2.4 Der Korrelationskoeffizient Es seien X; und Y; Messwerte mit
den Mittelwerten & bzw. g, und essei z; = X; —x bzw. y; =Y; — 4, ¢t =1,...,n.

Dann ist”
1, 1«
gx y = " Z TiYi
i=1

die Kovarianz der Messwerte und

1 1 — 1 1 —
gHXHQZEZw?:Si gHy!P:;Zy?:s;
i=1 i=1

"Ublicherweise wird durch n — 1 statt durch n geteilt, um eine Verzerrung der Schitzungen
von Varianz und Kovarianz auszugleichen. Dieser Effekt kann hier vernachlissigt werden, da sich
der Faktor 1/n bzw. 1/(n — 1) herauskiirzt.
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sind die Varianzen der Messwerte. Dann ist

_ Xy
1[Iyl

Tay = cosf (2.37)
gleich dem Korrelationskoeffizienten fiir X und Y, d.h. r;, = cos®, § der Winkel
zwischen x und y; auf diesen Zusammenhang wird bei der Faktorenanalyse zu-
riickgegriffen. Der Maximalwert von cos @ ist + 1, der Minimalwert ist ist -1, so

dass
—1<ry <L (2.38)

0

Skalarprodukt und Ahnlichkeit: Das Skalarprodukt kann zur Definition eines
Ahnlichkeitsmafles fiir die Objekte  und y, die durch die Vektoren x und y
reprisentiert werden verwendet werden. Ahnlichkeit wird iiblicherweise durch eine
Mafizahl s zwischen Null und Eins abgebildet, 0 < s(x,y) < 1. s = 1 steht fiir
x =y (die Objekte z und y miissen deswegen nicht identisch sein!), und s = 0
steht iir vollkommene Unéhnlichkeit, und im Prinzip kann s(z,y) # s(y, z) sein.
s kann kann auf sehr verschiedene Weise definiert werden; das Skalarprodukt ist
eine spezielle Definition: Es wird
x'y
s(x,y) = cosa(x,y) TS (2.39)

gesetzt. Man konnte auch einfach s = x'y setzten, hétte dann aber kein normiertes
(Ahnlichkeits-)MaB fiir s. Hier wird s offenbar als symmetrisches MaB konzipiert.
Fiir @ = 0 wird die Ahnlichkeit maximal, und fiir @ = /2, wenn x und y also
orthogonal zueinander sind, wird die Ahnlichkeit minimal, nimlich gleich Null.
Vollstandige Unéahnlichkeit bedeutet also nicht notwendig, dass x und y keine
gemeinsamen Merkmale haben, sondern nur, dass sie durch orthogonale Vektoren
reprasentiert werden.

Skalarprodukte von Messwerten und zentrierten Messwerten: Gegeben
seien zwei Reihen von Messwerten: X Xo,..., X, und Yi,Ys,...,Y,. Man kann
sie als Vektoren X und Y auffassen und, um die ”Ahnlichkeit” der Messwerte zu
bestimmen, das Skalarprodukt x’y berechnen. Ebenso kann man die Kovarianz
als Ahnlichkeitsma$ auffassen, oder auch den Korrelationskoeffizienten. Die Be-
rechnung der Kovarianz setzt voraus, dass die Messwerte zentriert werden, d.h.
dass man von den X; zu den z; = X; —r und von den Y; zu den y; = Y; — g iiber-
geht. Die Skalarprodukte von unzentrierten und zentrierten Werten unterschieden
sich natiirlich:

n n n
Xy=> zyi=) (Xi—2)(Yi—9) =) XiVi—nzy=XY —nzy. (240)
=1 =1 =1
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Auch der Winkel zwischen unzentrierten und zentrierten Vektoren wird im All-
gemeinen verschieden sein: (2.40) impliziert

x'x = ||x|* = [|X|* = nz®, ¥y = [[Y|* - ng*, (2.41)

so dass _— o
X'y = > 72_ nay = — = COS (ay, (2.42)

VIXE =22 /IVTE = g
wahrend .
XY

XY =-—"—"— =cosq, (2.43)

XY

und der Vergleich von (2.42) und (2.43) zeigt, dass der Fall a = oy, allenfalls in
speziellen Féllen vorliegt.

Beispiel 2.5 Einheitsvektoren sind orthogonal Die Einheitsvektoren e; und
e, j # k, sind orthogonal. Denn

e;-ek=0-0+-~-+1-0+---+0-1+0-0+---+0-0=0, (2.44)
wobei in 1-0 die 1 der j-ten Komponente von e; und in 0 -1 die 1 an der k-ten
Stelle von ey, gemeint ist. Im Ubrigen sieht man leicht, dass ||e;|| = 1 fiir alle e;.

O

Beispiel 2.6 Multiple Regression Fiir zentrierte Werte nimmt die multiple
Regression die Form
y=bixi+--+byx, +e (2.45)

an. Setzt man
y =bix1 + -+ bpxy,

so hat man fiir die i-te Komponente von y den Ausdruck
Yi = bizip +---+ bpacip, (2.46)

d.h. g; ist das Skalarprodukt der Vektoren x; = (1, ..., bip) und b = (by,...,b,)’,
so dass man
9; = x;b = ||x;]|||b]| cos ap. (2.47)

wobei o der Winkel zwischen x; und b ist. Fiir eine gegebene Lénge ||b|| des Pa-
rametervektors b und einen gegebenen Winkel oy, # 7/2 wird das Skalarprodukt
¥; um so grofer, je linger x; ist. Fiir gegebene Lingen ||x;|| und ||b|| wird §; um
so grofler, je kleiner der Winkel ¢y, ist, und es wird maximal, wenn «;, = 0, wenn
also x; und b dieselbe Orientierung haben. Die Vektoren x; und b unterscheiden
sich dann nur durch ihre Léngen, d.h. x; = Ab, die Komponenten x;; des Vektors
x; unterscheiden sich dann nur durch einen Proportionalititsfaktor A von den
korrespondierenden Komponenten b; des "Gewichts”vektors b.
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y; = 0, wenn Y; = 7, wenn der vorhergesagte Rohwert Y; also gerade gleich
dem durchschnittlichen vorhergesagten Rohwert ist. Das ist einerseits der Fall,
wenn x; = 0, d.h. wenn die Priadiktorwerte z; gerade gleich den entsprechen-
den Mittelwerten sind. Andererseits ist fiir x; # 0 der vorhergesagte Wert ; = 0,
wenn das Skalarprodukt x;b = 0 ist, wenn also b und x; orthogonal sind. Die Pré-
diktorwerte (die Komponenten von x;, z.B. die Ausprigungen von Symptomen)
korrespondieren dann nicht zu der fiir eine korrekte Vorhersage der Kriteriums-
variablen Y notwendigen Art der Zusammensetzung (Gewichtung). O

Beispiel 2.7 Testscores und Skalarprodukt Nach dem faktorenanalytischen
Testmodell ergibt sich z.B. der Testscore x; eines Probanden P; geméf

i = aFpn+aFo+- - +a-Fiy +e =3+ e, (2.48)

T, = aFpn+aFp+---+aFy (2.49)

wobei e; den unvermeidlichen Fehler reprasentiert. Die Fy,, k = 1,...,r repréisen-
tieren das jeweilige Ausmafl des Merkmals auf der k-ten latenten Dimension. Die
Koeffizienten a4, . .., a, erweisen sich unter der Bedingung, dass die latenten Va-
riablen unabhéngig voneinander sind, als Korrelationen zwischen dem Test und
den latenten Merkmalen. Fait man die a; und die Fj; als Komponenten von Vek-
toren a = (ai,...,a,) und F* = (Fjy, ..., F;)' auf, so besagt das Modell® (2.48),
dass der Messwert x; gerade als Skalarprodukt von a und F? definiert ist:

z; = a'F' = ||al|||F?|| cos¥, (2.50)

wobei von (2.28) Gebrauch gemacht wurde; 6 ist der Winkel zwischen dem Vek-
tor a und dem Vektor F?. Offenbar ist ; = 0 dann, wenn 6 = /2 ist, wenn
also die Vektoren a und F? orthogonal sind, wenn also die Ausprigungen der
oder des Probanden auf den latenten Dimensionen gewissermafien nicht mit der
Gewichtung, mit der die latenten Merkmale in den Test eingehen, korrelieren.

Man kann man die Linge [|a|| als Gesamtma$ fiir das Erfassen der latenten
Dimensionen durch den Test und die Linge ||F*|| als Gesamtma$ fiir die Auspri-
gung des gemessenen Merkmals von P; definieren. U

Es gelte insbesondere y = Ax, A ein Skalar, d.h. die beiden Vektoren haben die
gleiche Orientierung, aber fiir A # 1 verschiedene Lingen. Aus (2.31) folgt dann

_ Al

08 = —— = 1.
Al

8Die Gleichung (2.48) reprisentiert ein Modell insofern, als sie eine mogliche Annahme iiber
das Zustandekommen eines Messwertes darstellt. Andere Annahmen sind ebenfalls denkbar, z.B.
r; = a1Fi1 + a2 Fi2 + a3 Fi1 Fio; hier werden nur zwei latente Dimensionen angenommen, deren
Wechselwirkung in Form des Produkts Fj; Fi2 ebenfalls den Wert von x; bestimmen. Solche
Modelle werden in diesem Skriptum nicht betrachtet.
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was natiirlich = 0 bedeutet, und aus (2.53) folgt dann, dass fiir y = Ax, also
fiir
A =vy;, i=1,...,n (2.51)

das Skalarprodukt x'y den maximal moglichen Wert annimmt, d.h. es gilt dann

X'y = [x[lllyll, wenny = Ax (2.52)

2.2.4 Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Da cosf < 1 folgt aus
X'y = [x]ly]| cos 6

x'y < [Ix/[yll (2.53)
Quadriert man beide Seiten der Ungleichung, so erhélt man
<y < 1%/l (2.54)
oder
<yl < =yl (2.55)

Diese Ungleichung ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Denn aus ||x||||y|| cos 8 =
x'y folgt

[ [ly]|? cos® 6 = (x"y)? (2.56)
und cos? § < 1 impliziert (2.54) bzw. (2.55). # = 0 bedeutet, dass x und y parallel
sind. In diesem Fall ist cosf = 1 und (2.56) impliziert

I[Py l* = (x'y)* = [Ix[lllyll = [x'yl, (2.57)
und umgekehrt impliziert § = 0 die Beziehung (2.57).

Beispiel 2.8 Der Korrelationskoeffizient In Gleichung (2.37) wurde der Kor-
relationskoeffizient in vektorieller Schreibweise gegeben:

__X¥
Iyl
Wegen (2.56) folgt sofort |ry,| < 1. O

Txy

Beispiel 2.9 Fortsetzung von Beispiel 2.7 In Gleichung (2.50), Seite 27, wur-
de ein Messwert z; im Rahmen eines faktorenanalytischen Modells als Skalarpro-
dukt von einem Vektor a von "Gewichten” und einem Vektor F? von Auspriagun-
gen auf latenten Dimensionen betrachtet. Nach (2.55) und (2.52) nimmt dann z;
den maximal méglichen Wert ||a||||F¢|| an, wenn F? = \a gilt, wenn also das Profil
von P; dem Profil a des Tests bis auf eine Proportionalitdtskonstante gleicht. Sind
die Vektoren a und F? aber orthogonal, so ist der Testwert z; = 0; die Anteile
ai,...,a,, mit denen der Test die latenten Dimensionen erfaft, korrelieren gewis-
sermaflen nicht mit dem Muster der Auspriagungen der latenten Dimensionen bei
der i-ten Person. Dies gilt unabhingig vom Wert |F?||, der Liinge des Vektors F?,
der die Gesamtbegabung des i-ten Probanden abbildet. O
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2.2.5 Das dyadische Produkt xy’

Das in der folgenden Definition charkterisierte Produkt zweier Vektoren ergibt
weder einen Skalar noch einen Vektor, sondern eine Matrix:

Definition 2.6 Es seien x und y zwei Vektoren. Das durch die Matrix

T 1Yy T1Yy2 - T1Ym
x2 T2yr X2Yy2 - T2Ym

my/ = : (y17 Y2,... 7ym) = . (258)
Tn InYlr TplY2 -+ TnlYm

definierte Produkt @y heifit dyadisches Produkt der Vektoren x und y.

Anmerkung: Gelegentlich wird das dyadische Produkt auch duferes Produkt
genannt, um es vom Skalarprodukt als inneren Produkt zu unterscheiden. Das
kann gelegentlich verwirrend sein, da der Ausdruck ’dufleres Produkt’ ja auch fiir
das vektorielle Produkt verwendet wird. O

Das dyadische Produkt findet im Rahmen der multivariaten Statistik haupt-
séchlich Anwendung bei der Definition und Interpretation von Varianz-Kovarianz-
Matrizen, sowie bei der Spektraldarstellung symmetrischer Matrizen (Abschnitt
3.9.4, Gleichung (3.149), Seite 111).

2.3 Lineare Unabhéingigkeit von Vektoren
2.3.1 Definition der linearen Unabhingigkeit

Viele Probleme der multivariaten Statistik fiihren auf die Frage, ob gegebene
Vektoren als Linearkombinationen anderer Vektoren darstellbar sind, und wenn
ja, wieviele dieser anderen Vektoren dazu maximal notwendig sind. Andere Pro-
bleme fithren auf die Frage, ob bestimmte Gleichungssysteme losbar sind, und
wenn ja, ob die Losung eindeutig ist oder nicht. Diese Fragen lassen sich zusam-
menfassend diskutieren, wenn man den Begriff der linearen Abhéingigkeit bzw.
Unabhéngigkeit von Vektoren beriicksichtigt.

Zur Einfithrung und Motivation werde der iibersichtliche Fall von beliebigen
2-dimensionalen Vektoren y,x; und xy betrachtet. Die Frage sei, ob sich y als
Linearkombination der Vektoren x; und xs darstellen 148t, d.h. ob Koeffizienten

a1, as € R existieren derart, dass
12
2.59
(=) (2.50)

_ _ T11
y—a1x1+a2x2—a1( >+a2
21
gilt. Schreibt man die rechte Seite aus ergibt sich das System von Gleichungen

Y1 = a1711 + a2r12 (2.60)
Yo = a1T21 + a2 (2.61)
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mit y = (y1,%2)’, x1 = (211, 221)’, X2 = (212, 22)". Man findet

a = Y122 — Y212 (2.62)

L1122 — T12221

2211 — Y1221
a = 2 Y (2.63)
T11X22 — 12221

Es wird deutlich, dass eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer Loésung
a = (ay,az)" durch
T11222 — T12021 7 0 (2.64)

gegeben ist. Denn x11299 — 12291 = 0 wiirde bedeuten, dass durch 0 dividiert
werden mufl, damit man eine Losung erhélt, — und diese Operation macht be-
kanntlich keinen Sinn.

Nun betrachte man den Fall

11022 — T12221 = 0. (2.65)
Er impliziert
2 _ 222 (2.66)
T 12

Aber x91/r11 = tanf, 6 der Winkel, der die Orientierung von x; angibt (vergl.
(2.7), Seite 13), und (2.66) besagt, dass dieser Winkel auch die Orientierung von
xo definiert. Daraus folgt, dass (2.65) dann erfiillt ist, wenn x; und xo parallel
sind, und das heifit eben, dass sie dieselbe Orientierung haben. Dann gilt x5 = Axy
und die Gleichung (2.59) geht iiber in die Gleichung

Y = a1X1 + X2 = a1X] + agAx1 = (a1 + ag\)xy,

aus der sofort hervorgeht, dass (2.59) nur dann eine Losung hat, wenn y tatséich-
lich dieselbe Orientierung wie x; hat. Diese kleine Betrachtung illustriert noch
einmal die Tatsache, dass es nicht moglich ist, aus zwei Vektoren mit identischer
Orientierung einen Vektor zu erzeugen, der eine andere Orientierung hat.

Nun seien in (2.59) x; und xg nicht parallel. Die Frage ist, ob die Losung
(a1,a2) eindeutig ist. Dazu nehme man an, dass es eine zweite Losung (bq, b2)
gibt, so dass y = b1x; + baxo gilt. Dann folgt

0= (a1 — b1)x1 + (az — ba)xg = c1%X) + caXo,

also ¢; = a; — b;, i = 1,2, so dass
Cc2

X9 = —X1,
C1

d.h. fiir ¢; # 0, ¢ = 1,2, wiirde folgen, dass x; und x5 entgegen der Voraussetzung
dieselbe Orientierung haben. Fiir nicht parallele x;, xo folgt also ¢; = a; —b; = 0,
also a; = b; fiir alle 4, d.h. die Losung ist eindeutig.
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Man kann die Diskussion zusammenfassen. Subtrahiert man auf beiden Seiten
von (2.59) den Vektor y, so erhilt man

0 = a1xq + asxy — Y = a1X1 + aoXs + agy, az = —1. (2.67)

Ist der beliebig gewéhlte Vektor y als Linearkombination von x; und x5 darstell-
bar, so sind offenbar nicht alle a; in (2.67) gleich Null. Ist dagegen y nicht als
Linearkombination von x; und x5 darstellbar, so folgt, dass "nicht alle a; sind
gleich Null” eben nicht gilt?, d.h. aber, dass dann a; = 0 fiir alle i gelten muf. Im
ersten Fall kann man sagen, dass y von x; und xg linear abhdngig ist, im zweiten
Fall ist y nicht von x; und x» linear abhéngig, d.h. y ist von diesen Vektoren
linear unabhdngig.

Diese Betrachungen kénnen auf den Fall m-dimensionaler Vektoren, m belie-
big, iibertragen werden. Gegeben seien n m-dimensionale Vektoren x1,Xo, ..., Xy,
mit x; # 0 fiir alle j. Mindestens einer von ihnen sei als Linearkombination der
iibrigen Vektoren darstellbar; dann heilen die x; linear abhdngig. Ist keiner von
ihnen als Linearkombination der restlichen Vektoren darstellbar, so heiflen die x;
linear unabhdngig.

Die Vektoren seien linear abhéingig; da die Nummerierung der Vektoren be-
liebig vorgenommen werden kann, sei dann etwa x; als Linearkombination der
iibrigen darstellbar, d.h. es existieren reelle Zahlen \s, . .., \,, die nicht alle gleich
Null sind, derart, dass

X1 = AoXo + - - + ApXp,

Diese Gleichung kann in der Form
0= AMX1+ AoXo + -+ ApXp, A= -—1

geschrieben werden. Diese Gleichung ist eine Darstellung des Nullvektors als Li-
nearkombination der x;. Nun werde angenommen, dass die x; nicht linear ab-
héngig sind. Dann folgt, dass die Aussage, nicht alle A; seien gleich Null, nicht
gilt, d.h. es mufl \; = 0 fiir alle j = 1,...,n gelten. Fiir viele Betrachtungen ist
es niitzlich, von dieser formalen Charakterisierung der linearen Unabhéngigkeit
Gebrauch machen zu kénnen, weshalb der Begriff der linearen Unabhéngigkeit
noch einmal explizt definiert wird:

Definition 2.7 Gegeben seien n m-dimensionale Vektoren x, s, ..., x,, mit
x; # 0 fiir alle j. Die Vektoren heiffen linear unabhéngig, wenn

0=Mz1 4+ N+ + Ay, (2.68)

dann und nur dann gilt, wenn X\; =0 fir alle j =1,...,n.

9Dieser Schluf ist einfach eine Anwendung des modus tollens, demzufolge aus der Aussage
P — Q folgt, dass -Q — —P folgt.
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Al = -+ = A, = 0 ist stets eine Losung fiir (2.68), aber im Fall der linearen
Unabhéngigkeit der x; ist dies die einzige Losung, und im Fall der linearen Ab-
hingigkeit der x; ist es nicht die einzige Losung.

Satz 2.1 Es seien xi,. .., T, linear unabhdngige, m-dimensionale Vektoren, und
es set Yy = A\ + - + Ay, eine Linearkombination der x;. Dann sind die \;
eindeutig bestimmdt.

Beweis: Angenommen, es gebe eine zweite Menge 1, s, . . . , by, von Koeffizien-
ten mit

Y = p1X1 + pexXo + -+ UnXp.

Subtrahiert man diese Gleichung von der obigen, so erhélt man
6 = (>\1 - ,UI)XI + -+ ()\n - Mn)xn-

Da aber die x; als linear unabhéingig vorausgesetzt worden sind, folgt, dass A; —
p; =0, d.h. \j = p; fiir alle j, so dass nur ein Satz von Koeffizienten \; existiert,
um y als Linearkombination der x; darzustellen. U

Beispiel 2.10 Lineare Unabhingigkeit der Einheitsvektoren Die Einheits-
vektoren ey, ..., e, sind linear unabhingig. Denn

6 = A\e1 + Ageg + -+ A\pe,. (2.69)
Fir die i-te Komponente des Nullvektors hat man ndmlich
0=XM0+---+X1+---2,0,

d.h. A\;1 =0, und dies ist nur moglich, wenn \; = 0; dies gilt fiir alle: =1,...,n
(vergl. (2.19), Seite 18). O

Beispiel 2.11 Lineare Unabhingigkeit und Gleichungssysteme: Gegeben
seien zwei 2-dimensionale Vektoren x = (1,2)" und y = (3,4)’. Die Frage ist, ob
sie linear unabhingig sind oder nicht. Dazu betrachtet man die Gleichung A\1x +
Ay = 0; wenn sie nur gilt, wenn A\; = Ay = 0 ist, dann sind sie linear unabhéngig.
Tatséchlich représentiert die Gleichung ein System von zwei Gleichungen mit den

Unbekannten A\ und Ag:

1AM +3X=0
2M1 +4X =0
Die erste Gleichung impliziert Ay = —3X2, und wenn man diesen Ausdruck fiir Ay

in die zweite Gleichung einsetzt, erhélt man
—6A1 +4X =0= —2)\; =0,

woraus A1 = 0 und damit Ay = 0 folgt. Die beiden Vektoren sind linear unabhén-
gig.
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Nun sei y = (2,4), und x sei wie oben definiert. Man erhélt das Gleichungs-
system
1AM +2X =0
2A1 +4X0 =0

Subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten, so erhélt man die Gleichung
A1+ 2X =0, d.h. Ay = —2Xo. Alle A\, Ao-Werte, die dieser Gleichung geniigen,
geniigen der Vektorgleichung A\;x + A2y = 0, so dass x und y linear abhingig
sind. Der Grund fiir diesen Befund liegt natiirlich darin, dass y = 2x ist, d.h.
die beiden Vektoren sind linear abhéngig; sie haben dieselbe Orientierung. Dieser
Befund gilt nicht nur fiir 2-dimensionale Vektoren: zwei Vektoren mit identischer
Orientierung sind stets linear abhéingig, wie in Abschnitt 2.3.2 deutlich wird.

Offenbar besteht eine Beziehung zwischen dem Begriff der linearen Unabhéing-
gigkeit bzw. Abhingigkeit und der Menge der Losungen fiir das Gleichungssystem
AzX1 4+ AoXo + - + A\pXp = 6, — in ausgeschriebener Form bedeutet dieser Aus-
druck ja

Mz + ez + -+ Mz,
ATl + Aowo2 + - -+ Mxa, =

. (2.70)
AMTn1 + AoTpiz + -+ Mxpy, = 0

wobei die Koeffizienten Aq{,...,\, die Unbekannten sind. Schreibt man A =
(A1, A2,...,Ap) und nennt A den Lisungsvektor, so bedeutet die lineare Unabhén-
gigkeit der x,...,X,, dass es nur eine Losung gibt, ndmlich A = 0 (vergl. dazu
auch Satz 2.1). Daraus folgt, dass die Existenz einer Losung A # 0 impliziert,
dass die x1, . .., X, linear abhingig sind. Ist A # 0 eine Losung, so ist offenbar aX
mit a € R ebenfalls eine Losung, denn dann gilt ja

aMX1 + - aly X, = a0 = 0.

Sind dariiber hinaus XA # 0 und g # 0 nichtparallele Losungen, so ist auch jede
Linearkombination aX + bu mit a,b € R eine Lésung, wovon man sich leicht
iiberzeugt: nach Voraussetzung muf} ja aAi1x1+---+al,x, = 0 und buixi+-- -+
bitnXn = 0 gelten und 04 0 = 0. Die lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhiingigkeit
von Vektoren steht also in einem engen Zusammenhang mit der Eindeutigkeit der
Losungen fiir lineare Gleichungssysteme. O

2.3.2 Lineare Unabhingigkeit und Skalarprodukt

Eine notwendige, wenn auch nicht hinreichende Bedingung fiir die lineare Unab-
héngigkeit von Vektoren xi,...,X, ist, dass sie sich paarweise hinsichtlich ihrer
Orientierungen voneinander unterscheiden; dieser Sachverhalt soll jetzt etwas ex-
pliziter illustriert werden.

33



Es seien x und y zwei n-dimensionale Vektoren mit dem Skalarprodukt x'y.
Nach (2.53) (Seite 28) gilt

x'y < [Ix[llly].-
Es gibt zwei Falle:

1. Die x und y seien linear abhéngig. Dann gilt
AMX 4+ Ay = 6, A1, Ao # 0.

Es folgt

A
y=-2x=2x, A=—Xo/AL
A1

Dies ist aber der in (2.52) (Seite 28) betrachtete Fall, d.h. es folgt x'y =
IIx|||ly|l, d.h. lineare Abhéngigkeit zweier Vektoren bedeutet (i) # = 0 und
damit cos@ = 1, d.h. die beiden Vektoren sind parallel, und das Skalarpro-
dukt nimmt den Maximalwert ||x||||y|| an; man sagt auch, die beiden Vek-
toren seien kollinear; Anfangs- und Endpunkte der Vektoren liegen dann
auf einer Geraden (vergl. Definition 2.2, Seite 11). Umgekehrt impliziert
der Fall 6 = 0, also die Parallelitdt der beiden Vektoren, die lineare Abhén-
gigkeit von x und y, wie man durch Einsetzen von y = Ax, A # 0, sofort
sieht.

2. Die Vektoren x und y seien linear unabhiingig. Dann gilt \ix + Aoy = 0
nur fiir Ay = Ao = 0, d.h. es existiert kein A mit y = Ax. Also sind x und
y nicht parallel. Mithin folgt 8 # 0, cosf < 1 und die beiden Vektoren
haben verschiedene Orientierungen. Umgekehrt impliziert 6 # 0 und damit
| cos 0| < 1 die lineare Unabhingigkeit von x und y, da ja nun die Bezichung
y = AX nicht gilt.

Es seien nun X1, ..., X, linear unabhéngige Vektoren, x; # 0 fiir 1 < j < p. Dann
impliziert \ix1 + -+ + A\pxp, = 0 die Beziehungen \; = Ay = --- = A, = 0. Dann
konnen keine zwei dieser Vektoren zueinander parallel sein. Denn angenommen,
es gelte xo = Axy mit A # 0. Dann hat man

A1X1 + Agaxy + A3xg + -+ + /\pxp = (/\1 + a)\g)xl = 6,

da nach Voraussetzung Ay = --- = A, = 0, d.h. Ay = —A)g, also
A
A=-—2L
A2
so dass A nicht existiert, da der Ausdruck 0/0 bekanntlich keinen Sinn macht. Die
lineare Unabhéngigkeit der x1,...,x, impliziert, dass keine zwei dieser Vektoren

parallel zueinander sind und damit alle p verschiedene Orientierungen haben.

Der Begriff der ’verschiedenen Orientierung” mufl aber noch spezifiziert wer-
den, um ihn mit dem der linearen Unabhingigkeit zu verkniipfen. Denn die
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X1,...,Xp seien 3-dimensionale Vektoren, die alle in einer Ebene liegen. Inner-
halb dieser Ebene konnen sie alle verschiedene Orientierungen haben, gleichwohl
zeigt sich, dass sie sie linear abhéingig sind, wie in Abschnitt 2.4.1, Beispiel 2.14
gezeigt wird.

2.3.3 Lineare Unabhingigkeit und Korrelationen

Es seien x und y irgendzwei n-dimensionale Vektoren, die einen Winkel 6 ein-
schlieBen. Représentieren die Komponenten z; und y; von x und y Abweichungen
vom jeweiligen Mittelwert, so kann x"y/(||x||||y]|) = cos@ als Korrelationskoeffi-
zient 14, interpretiert werden. Fiir —1 < ry, < 1 (oder |ryy| < 1) sind x und y
linear unabhéngig. Fiir b = 0 ist y = e, also nicht aus x berechenbar und deswe-
gen linear unabhéngig von x. Fiir den Fall b # 0 gilt y = bx + e. Fiir den Fall
e=0 gilt y = bx, x und y sind dann parallel und damit linear abhéngig (die
beiden Vektoren sind kollinear, und r;, = £1, je nachdem, ob b > 0 oder b < 0.
Es sei e # 0 (der iibliche Fall). e und x sind aber linear unabhingig, ebenso e
und y, denn wéren etwa e und x linear abhéngig, so hitte man zB e = ax und
y = bx+ax = (b+ a)x = fx und es giibe gar keinen Fehler. Also miissen x und
e linear unabhéingig sein; ein analoges Argument gilt fiir e und y. Die lineare Un-
abhingigkeit von e von x und y bedeutet, dass y nicht aus x allein berechenbar
ist, so dass x und y linear unabhéngig sind.

Die KQ-Schitzung'® b fiir b ist bekanntlich

K /
_ Kov(@,y) _ Xy (2.71)

57 1>

S

Selbst fiir b = 0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass b = 0 ist, gleich Null'’. Man wird
irgendwie entscheiden miissen, ob b # 0 nun in Wirklichkeit b = 0 oder b = 0
bedeutet. Ein Signifikanztest mag hilfreich sein, um eine Entscheidung zu treffen,
liefert aber keine Gewif$heit.

Es ist )
y=y+eé y=10b (2.72)

é =y —y ist der kleinste Fehler (im Sinne von &'é = min, also der kiirzeste Feh-
lervektor), der sich aus der auf die vorliegende Stichprobe angewandten Methode
der Kleinsten Quadrate ergibt:

Z(Z/i ~5)?=(y -3y -y =y -3l =lleJ* (2.73)

K Q-Schiitzung = Kleinste Quadrate-Schiitzung, s. Abschnitt 3.10.3, Seite 121.
1Dje Komponenten von b nehmen Werte auf einem Kontinuum an, und die Wahrscheinlich-
keit, dass ein spezieller Wert b € R auftritt, ist bei stetigen Variablen gleich Null.
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Die Orthogonalitit von é und y: € ist nicht nur linear unabhéngig von x und
y, sondern € und y sind orthogonal, wenn y die "Vorhersage” von y anhand der
KQ-Schétzung b fiir b ist:

ye = yiy-y)=3yy-3y
1(<! 1< \2 /<,\2 /< \2
B L 0 P S
[BS] ]| [BS] ]|
Multipliziert man (2.72) mit y’, so erhélt man
Yy=Iyl*=y'y+ye.
Division durch ||y||? liefert wegen § = bz und (2.71)
(x'y)? [Els
1= + (2.75)
(=llllyh?  [lyll?
o lel? el
2 € € 2
= e P = (2.76)

Der Determinationskoeffizient 77, liefert also eine Abschéitzung des Anteils [|&]|?/[|y|?,

dh des Anteils der Fehlervarianz an der Varianz der Variablen y. Der Wert von

rgy erweist sich bei der Bewertung von b als niitzlich.

2.3.4 Lineare Unabhingigkeit und Orthogonalitit
Es gilt:

1. Sind Vektoren paarweise orthogonal, so sind sie auch linear unabhéngig.

2. Sind Vektoren linear unabhéngig, so sind sie nicht notwendig auch ortho-

gonal.
Beweis der ersten Behauptung: Die n-dimensionalen Vektoren xi,...,x, seien
paarweise orthogonal, d.h. es gelte x;xk = 0 fiir j # k. Dann sind die x1,...,x,

auch linear unabhiéingig. Denn es gelte geméB (2.68) die Gleichung
6 = ANX1 + AoXg + -+ + )\po.

Um zu zeigen, dass die Vektoren linear unabhéingig sind, mufl man zeigen, dass die
Aj alle gleich Null sind. Man wihle einen der Vektoren, etwa x;, und multipliziere
die Gleichung mit x’:

xzﬁ =0= Alx;-xl + )\QX;XQ + -+ )\pxgxp. (2.77)
Wegen der vorausgesetzten paarweisen Orthogonalitét verschwinden auf der rech-

ten Seite alle Skalarprodukte mit die j # k, und nur fiir j = k ist x;-xj = ||x;]|* #
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0 (es wird vorausgesetzt, dass keiner der Vektoren der Nullvektor ist, also x; # 0
fiir alle j). Dann hat man
0= Asllx;%,

und wegen ||x;|| # 0 folgt A; = 0. Dies gilt fiir alle j, so dass alle A; gleich Null
sind, und damit sind die x1,...,x, linear unabhéngig.

Sind die x1,...,x, L. u., so folgt, dass \; = --- = X\, = 0. (2.77) folgt auch
dann, wenn keines der Skalarprodukte auf der rechten Seite verschwindet, da ja
alle \; = 0. Also folgt aus der linearen Unabhéngigkeit nicht, dass die x; auch
paarweise orthogonal sind.

Beispiel 2.12 Die Einheitsvektoren e; sind orthogonal, da e;-ek =0, j#Kk,
denn bei e; steht die 1 an der j-ten, bei e; an der k-ten Stelle und die korre-
spondierenden Produkte sind 1-0 =0 und e; = k-0 = 0, so dass alle Produkte
des Skalarprodukts gleich Null sind. Man bemerke, dass die Orthogonalitéit nicht
aus der linearen Unabhingigkeit der e; und ey, folgt, sondern in diesem Fall die
lineare Unabhéngigkeit aus der Orthogonalitét. (|

2.4 Vektorraume

n-dimensionale Datenvektoren sind eine Teilmenge der Menge V,, aller n-dimen-
sionalen Vektoren; die Menge V,, bildet einen n-dimensionalen Vektorraum. Es
zeigt sich, dass die Elemente eines Vektorraumes sich als Linearkombinationen
von n linear unabhéngigen, n-dimensionlen Vektoren by, ..., b, darstellen las-
sen; diese Vektoren liegen nicht eindeutig fest, es kann jede Menge von n linear
unabhéngigen Vektoren gewidhlt werden. Werden nur r < n linear unabhéngi-
ge Vektoren gewihlt, so bildet die Menge der von den by,...,b, durch Linear-
kombination erzeugten Vektoren einen Teilvektorraum. Eine Menge von linear
unabhéngigen Vektoren by,...,b,, r < n bildet eine Basis bzw. eine Teilbasis
im Fall 7 < n. In der multivariaten Analyse werden oft latente Vektoren fiir die
beobachteten Vektoren gesucht; die b; konnen als solche latenten Vektoren be-
trachtet werden. Die Bedeutung des Begriffs des Vektorraums wird im Folgenden
elaboriert.

2.4.1 Der Begriff des Vektorraums

Gegeben sei eine Menge V,, von n-dimensionalen Vektoren. Fiir beliebige x,y € V,
und A,y € R gelte z = Ax + uy € V,,, d.h. eine beliebige Linearkombination der
X,y sei ebenfalls ein Vektor aus V,; man sagt, V,, sei abgeschlossen gegeniiber der
Bildung beliebiger Linearkombinationen. Dann heifit die Menge V,, Vektorraum,
insbesondere ein n-dimensionaler Vektorraum.

Offenbar ist nicht jede Menge von Vektoren ein Vektorraum. So sei W eine
Menge n-dimensionaler Vektoren, die alle die Lidnge 1 haben. Es seien x und y
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irgendzwei nicht-orthogonale Vektoren aus W. Dann ist
Ix +ylI* = (x+y)(x+y) =[x +[ly]* + x'y = 2(1 + x'y) # 1,

d.h. die Summe zweier Vektoren hat nicht dieselbe Lénge wie die Vektoren selbst.
W ist deshalb kein Vektorraum.

Wie der Vektorbegriff ist auch der Begriff des Vektorraums sehr viel allge-
meiner, als er hier zunichst eingefithrt wird, in Fischer (1997) findet man eine
sehr allgemeine Einfithrung des Begriffs des Vektorraums. Fiir die Zwecke der
gewOhnlichen multivariaten Statistik ist der hier vorgestellte Begriff allerdings
hinreichend; im Anhang, Abschnitt 8.3, findet man die allgemeine Definition.

Definition 2.8 FEs sei V,, eine Menge von n-dimensionalen Vektoren. Es gelte
1. Fir x,y € V,, ist auch ¢+ y € V,,

2 eR, xeV, = xeV,,

S xyeVy, z+y=y+uz,

4AER, z,ye V,, Mz+y) = z+ \y

5.0 eR, Mpx) = (Aw)x eV, firxeV,,

6.1-x==x firxecV,.

Dann ist V,, ein n-dimensionaler Vektorraum.

Die Definition scheint einige Selbstverstandlichkeiten zu enthalten; man sieht so-
fort, dass die Bedingungen 3. bis 6. fiir Vektoren mit reellen Komponenten alle
erfiillt sind. Bei den in Abschnitt 8.3 betrachteten Verallgemeinerungen ist das
nicht notwendig der Fall.

Ein ebenfalls wichtiger Begriff ist der des Untervektorraums:

Definition 2.9 Es sei U C V eine Teilmenge des Vektorraums V. K. U ist
genau dann ein Teilvektorraum oder auch Unterraum von V', wenn (i) U # ()
(d.h. keine leere Menge ist), und (ii) die Bedingungen

1. z,yeU=z+yeclU,

2.ceK,zelU=cxel.

erfillt sind.

Ein Teilraum eines Vektorraums ist also eine Teilmenge von Vektoren derart, dass
jede Linearkombination von Vektoren aus dieser Teilmenge wieder ein Element
aus dieser Teilmenge ist.

Beispiel 2.13 Geraden im n-dimensionalen Vektorraum: Ein einfaches
Beispiel fiir einen Teilraum ist eine Gerade. Ist x ein n-dimensionaler Vektor
und a € R, so ist u = ax parallel zu x bzw. u liegt auf derselben Geraden
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Abbildung 5: Ebene im dreidimensionalen Raum

wie x. Gilt v = bx, so ist eine beliebige Linearkombinaton von u und v durch
arax + azbx = (aja + azb)x gegeben. Sie liegt damit wieder auf der durch x
definierten Geraden. OJ

Beispiel 2.14 Ebenen im n-dimensionalen Vektorraum: Es sei V,, der Vek-
torraum aller n-dimensionalen Vektoren, und x; und xo zwei nicht-parallele Ele-
mente aus V,,. Sie definieren eine Ebene in V,,. Denn es sei n ein Vektor aus V,,,
der orthogonal zu x; und x5 ist. Dann ist jede Linearkombination x von x; und
X9 ebenfalls orthogonal zu n:

n'x = a;n'x; + asn'xy =0,

da ja nach Voraussetzung n'x; = n'xs = 0. n heifit Normalenvektor; seine Linge
ist nicht relevant; im Prinzip ist es deshalb moglich, ihn als normiert zu betrach-
ten, d.h. ||n|| = 1 zu setzen, aber dies ist keine Notwendigkeit. Fiir einen Vektor
x aus der Ebene gilt also

n'x = nixy + noxy + - + npx, = 0; (2.78)

alle Vektoren x, die dieser Gleichung geniigen, sind Element der Ebene. (2.78)
heifit auch Ebenengleichung, wobei die Ebene durch den Nullpunkt des Koordi-
natensystems geht, Abbildung 5 illustriert den allgemeinen Fall einer Ebene im
3-dimensionalen Raum, fiir a = 0 erhiilt man den Fall (2.78). Den allgemeinen
Fall einer Ebene erhilt man, indem man eine durch (2.78) beschriebene Ebe-
ne durch den Nullpunkt durch einen Stiitzvektor a vom Nullpunkt trennt. Die
Koordinatengleichung

nT1 + NoXp + -+ + Npy = a (2.79)

beschreibt fiir a # 0 den allgemeinen Fall einer nicht durch den Nullpunkt gehen-
den Ebene. Eine andere Schreibweise fiir eine Ebene ist

E={(x1,...,xn) ER"\n'x:Znixi:a}, (2.80)
i=1
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wobei £ die Menge der Punkte ist, die in der Ebene liegen, die durch n'x = a
liegen. Der Abstand der Ebene £ vom Nullpunkt ist durch

Abstand = M

i

gegeben.

Sind y; und y, irgendzwei Linearkombinationen von x1,x2 und damit Ele-
mente der Ebene, so sind auch die Linearkombinationen von y;,y, wieder Ele-
mente der Ebene. Denn sicherlich sind insbesondere

Y1 = a1X1 + agXa, Yo = b1Xy + boxo

Elemente von V fiir a;,b; € R, i = 1,2, da V ja alle Linearkombinationen von x;
und xo enthélt. Dann folgt

y =y + yy = Cl(a1X1 + a2X2) + 02(51X1 + 52X2),
woraus sich
y = (c1a1 + 02b1>X1 + (01a2 + Cng)Xg

ergibt, d.h. Linearkombinationen von Linearkombinationen von x; und x5 sind
ebenfalls Linearkombinationen von x; und X3, also Elemente von V.

Die Bedingung n’x = 0 definiert die Restriktionen, denen die Komponenten
von x geniigen miissen, damit der Vektor Element der Ebene ist. Dies wird fiir
den Fall n = 3 illustriert. Es sei n = (1,2,3)". Dann ist

n'x = 1lxy + 229 + 323.

Gilt zum Beispiel zo = 2,23 = 1, so folgt x1 = —7. y = (y1, Y2, y3)’ sei ein weiterer
Vektor aus der Ebene, so dass

y1 = —(2y2 + 3y3).

Fiir yo = y3 = 2 erhélt man y; = —10. z sei eine Linearkombination von x und
y:
z=x+y=(-17,4,3)".

Dann ist
n/Z: —17+8+9:0’

d.h. z ist Element der Ebene. Oder z = a1x + aoy mit a; = .5,a2 = 1.5:

-7 —10 —18.5
zZ=.5 2 + 1.5 2 = 4
1 2 3.5

und
nz=-185+8+10.5=0.
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z ist demnach wieder Element der Ebene.

Natiirlich 148t sich fiir zwei gegebene, nicht-parallele Vektoren x; und x5 der
zugehorige Normalenvektor n bestimmen, — bis auf einen Faktor, d.h. bis auf die
Lénge. Wie oben schon angemerkt wurde, ist die ist aber nicht relevant, — relevant
ist nur die Orthogonalitét. O

Die durch (2.80) allgemein definierte Ebene wird durch nur zwei beliebig ge-
wiahlte, aber nicht-parallele Vektoren erzeugt, d.h. alle Vektoren der Ebene sind
Linearkombinationen dieser zwei Vektoren. £ definiert damit einen 2-dimensiona-
len Teilraum des V,, — auch, wenn die Vektoren n-dimensional sind und n > 2.
Der im Folgenden besprochene Fall der Hyperebene ist davon zu unterscheiden.

Hyperebenen: Gegeben sei der R? und zwei linear unabhingige, 3-dimensionale
Vektoren; alle Linearkombinationen der Form x = a1x1 + asXs, a1,as € R, defi-
nieren Vektoren, die in einer Ebene des R? liegen. Um alle 3-dimensionalen Vek-
toren zu erzeugen benétigt man drei linear unabhéngige Vektoren. Es liegt nun
nahe, den Begriff der Ebene zu verallgemeinern: gegeben sei der R". Es werden
Linearkombinationen von n — 1 linear unabhéngigen Vektoren betrachtet:

X=mX1+ -+ an_1Xn_1- (2.81)

Diese Gleichung definiert eine Hyperebene. Dies ist aber nicht die allgemeinste
Definition von Hyperebenen. Denn die Ebene vom eben beschriebenene Typ kann
parallel verschoben werden:

Definition 2.10 Es sei
H={xeR"s+amx+ +apn-1Tn_1} (2.82)

wobei ay,...,an—1 € R reelle Zahlen sind und s ein Stitzvektor ist. Dann heifit
‘H eine Hyperebene im R™.

Es ist
X—8=a1X1+ + ap_1Xp_1,
und es sei n ein Normalenvektor, so dass
n'(x —s) = 0.
Dementsprechend ist eine alternative Definition einer Hyperebene durch
H = {x € R"|n'(¥ —s) =0}. (2.83)

gegeben. Eine weitere Moglichkeit, Hyperebenen zu charakterisieren, besteht dar-
in, die Menge der Vektoren x zu spezifieren, fiir das Skalarprodukt x'c = (x,c) €
R eine Konstante und c ein speziell gewéhlter Vektor ¢ € R™ ist. Es sei wieder

X=a1X1+- -+ ap—1Xp—1 + 8.
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Fiir einen bestimmten Vektor ¢ € R™ gilt dann
/ / / !/
Xc=aXxjC+ -+ ap—1X, 1C+ScC
Fir x1,...,%x,-1 und c fix sind die
. — ,C
aj = X;

feste Konstanten und die x mit x'c = d, d € R, definieren offenbar eine Hyper-
ebene

H = {x|x'c=mx1c1 + -+ Tpcy, = araq + - + apay, = d}. (2.84)

Die x ergeben sich, wie schon in (2.81) durch Variation der a;.

Satz 2.2 Es sei’H eine Hyperebene mit dem Parametervektor a = (ay,az, ... ,an—1)".
Dann steht a senkrecht auf H, d.h. a hat die Orientierung des Normalenvektors
n der Hyperebene.

Beweis: Es seien x4 und xp zwei Punkte auf der Ebene; sie werden hier als
Endpunkte der Vektoren x4 und xp betrachtet. Dann liegt der Vektor x4 — xp
in H: Es gilt ja
xja—s=xpa—s,
d.h.
(x4 —xp)'a=0,

womit die Behauptung schon bewiesen ist. O

Ein Beispiel fiir eine Teilmenge von Vektoren, die kein Teilraum ist, ist

Beispiel 2.15 Die Menge aller n-dimensionalen Vektoren mit einer bestimmten
Lénge, etwa ||x|| = a € R, ist kein Teilraum des V,,, denn dazu miifite auch
jede Linearkombination Ax; + uxs dieser Vektoren wieder die Lénge a haben,
0 # A, i € R beliebig. Es ist aber

n

Ax1 + pxa|| = YA + pai2)®)? = (Vi |* + p?llxal|® + 22uxx2) "/ # a,
i=1

bis auf spezielle Vektoren x1, xo und speziell gewihlte Werte von A und u, etwa

fiir x/xo = 0 und (A2 4 p2)1/2 = 1. O

Satz 2.3 Jeder Vektorraum V besitzt genau einen Nullvektor 0. 0 liegt in allen
Unter- oder Teilrdumen von V, und fir ve V und A € R gilt A\v = 0 genau dann,
wenn X\ =0 oder v=0.
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Beweis: Nach der Bedingung K1 fiir Vektorrdume existiert fiir V' ein neutrales
Element 0 = 0, so dass 0 + v = v fiir alle v € V. Gilt also fiir w # v € V auch
0+w=w+0=w,so folgt die Eindeutigkeit von 0. Ist U ein Unteraum von V/,
so ist U # 0 und fiir jeden Vektor u € U existiert ein —u = (—1)u und es gilt
u—u=u+(—u)=0.

Weiter folgt 0-v = 0 fiir alle ve V, denn 0-v +0-v = 0 - v. Subtrahiert
man 0 - v auf beiden Seiten dieser Gleichung, so erhilt man 0 - v = 0. Nach (iii)
der Definition 8.4 gilt weiter

A-O+XA-0=X0+0)=\-0,

so dass A0 = 0. Umgekehrt sei Av = 0 und X # 0. Dann existiert A~ € K und es
gilt \Av- 1=\ N)v=XA"1Av)=X"10=0. O

Gegeben sei ein 3-dimensionaler Vektorraum R? und es werden zwei verschie-
dene Ebenen in diesem Raum betrachtet. Wenn die Ebenen nicht parallel sind,
schneiden sie sich irgendwo; die Schnittmenge ist eine Gerade, — und eine Gerade
ist wieder ein Unterraum der R3. Formal entspricht diese Gerade dem Durch-
schnitt der beiden Mengen von Vektoren, die in der einen bzw. der anderen Ebene
liegen, — man benutzt fiir den Durchschnitt das Zeichen N. Man kann auch die
Vereinigung dieser beiden Mengen betrachten; fiir die Vereinigung zweier Mengen
benutzt man das Zeichen U. Die Frage ist, ob die Vereinigung zweier Unterrdume
ebenfalls wieder ein Vektorraum ist. Auskunft dariiber gibt der folgende allge-
meine

Satz 2.4 Es sei V ein Vektorraum und U und W seien Teilrdume von V. Dann
gilt

(a) UNW ist ebenfalls ein Unterraum von V,

(b) UUW st genau dann ein Unterraum von V, wenn U C W oder W C U yilt.

Beweis: (a): Es sei vi,ve € UNW. Dann sind v und vy Elemente von U, und
da U ein Unterraum von V ist, ist auch jede Linearkombination av; + bvy in U.
Aber vy und vy sind auch Elemente von W, und da W ebenfalls ein Unterraum
von V ist, ist jede Linearkombination von v; und vy auch Element von W, d.h.
die Linearkombinationen sind Elemente von U N W.

(b): Ist U C W oder W C U, so ist U U W ein Unterraum von V. Fiir U C W
folgt UUW = W und aus W C U folgt U UW = U, und da U und W schon

Teilrdume sind folgt, dass in diesen beiden Fiéllen auch U U W ein Teilraum von
V ist.

Nun gelte keine dieser beiden Bedingungen U C W oder W C U. U U W sei
aber ein Unterraum von V. Wegen U ¢ W folgt, dass einu € U — W existiert!?

2Gemeint ist die Menge U, aus der die Elemente von W entfernt sind; eine andere Schreibweise
ist U\ W.
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und ebenso ein Vektor w € W — U, und u+w € UUW, dh. u+w € U oder
u+w e W. Es sei nun u+ w € U. Dann mufl wegen der Unterraumeigenschaft
auch die Linearkombination (u + w) 4+ Au € U gelten. Insbesondere sei A = —1
soll also auch (u+ w) —u = w € U sein. Das kann aber nicht sein, weil ja
W C U ja gerade nicht gelten soll. Also folgt, dass die Behauptung, U U W sei
ein Unterraum von V nicht gelten kann, zumal auch die Annahme u+w € W in
derselben Weise zu einem Widerspruch fiithrt. Es mufl also mindestens eine der
Bedingungen U C W oder W C U erfiillt sein, damit U U W einen Unterraum
bilden. ]

Anmerkung: Teil (a) des Satzes gilt nicht nur fiir zwei Unterrdume, sondern fiir
beliebig viele: sind die U;, ¢ = 1,2,... Unterrdume von V', so ist auch NU; ein
Unterraum. Der Beweis ist analog zu dem fiir (a) in Satz 2.4. O

Beispiel 2.16 Beispiele: Gegeben seien zwei Ebenen mit verschiedenen Orien-
tierungen in einem 3-dimensionalen Raum. Der Durchschnitt Der Ebenen ist eine
Gerade, — ein 1-dimensionaler Teilraum. Umgekehrt bilden zwei Gerade U und
W im R? mit verschiedener Orientierung noch keinen Teilraum, weil Linearkom-
binationen von Vektoren aus U einerseits und W andererseits nicht notwendig
wieder in einem dieser beiden Teilrdume liegen. O

Definition 2.11 FEs sei W ein Vektorraum und U, V seien Teilrdume aus W.
Dann heifst
S=U+V={u,vlucUveV} (2.85)

die Summe der Vektorrdume U und V.

Dann folgt der

Satz 2.5 FEs sei W ein Vektorraum und U, V' seien Teilrdume aus W. Die Sum-
me U + V st der kleinste Teilraum von W, der U und V' enthdlt.

Beweis: Es seien aj,as € S. Dann existieren uj,us € U, vi,vy € V mit
ai=u;+vy, a=uxt+vy

mit a; +ag € S und fir A € K (A = R), Aa € § fiir a € §, — dies folgt aus
den Teilraumeigenschaften von V und W. SchlieBlich folgt aus 0 € V, 0 € W
auch 0+ 0 = 0 € S. Damit ist S ein (Teil-)Vektorraum. Weiter sei Z C W mit
UCZV CZ FuralleueU,veWund z =u-+v folgt z € Z, d.h. aber
V + W C Z, womit der Satz bewiesen ist. O

Es zeigt sich, dass sich alle Vektoren des Vektorraums als Linearkombina-
tionen von bestimmten Teilmengen von Vektoren erzeugen lassen. Die folgende
Definition dient der Entwicklung dieses Sachverhalts.
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Definition 2.12 Es sei M = {x1,...,xn} C V eine Teilmenge von Vektoren
eines Vektorraums V. Dann heifit

LM)={zle=a121+ - +apxn;a; €K, j=1,...,m} (2.86)

die lineare Hiille von M.

L ist also die Menge der Linearkombinationen, die aus den Elementen von M
erzeugt werden koénnen. Man sagt auch, £ wird durch die Vektoren von M auf-
gespannt und schreibt statt L(M) auch Spann(M) oder span(M); diese Schreib-
weise ist aus dem Englischen — to span heifit aufspannen — adaptiert.

Es sei M C V; M muf} kein Teilraum sein, aber es gilt der

Satz 2.6 Es sei V' ein Vektorraum und M = {x1,...,xn} sei eine Teilmenge
von Vektoren aus V. Dann ist L(M) ein (Teil-) Vektorraum von V.

Beweis: Es seien x und y Linearkombinationen von Vektoren aus M,
m m
X = g a;jXj, y= E bjx;.
=1 =1

Dann folgt

m m m
AX + py = )\Zajxj —i—,qujxj = chxj, cj = Aaj + pb;
j=1 j=1 j=1
d.h. Ax + py ist ebenfalls eine Linearkombination der x; und damit Element von
L(M). O

Die lineare Hiille £ einer Teilmenge M von Vektoren eines Vektorraums hat
eine interessante Eigenschaft, die im folgenden Satz formuliert wird:

Satz 2.7 Es sei M eine beliebige Teilmenge eines Vektorraums V. Dann ist U =
L(M) die kleinste Teilmenge von V', die M enthdlt; U ist eindeutig bestimmit.

Beweis: Aus M C V folgt U = L(M) C V, denn fiir jeden Vektor v € M folgt
v € L(M) und v € V aufgrund der Definition von L(M). Es sei weiter W C V
derart, dass M C W. Fiir jeden Vektor v € M folgt dann v € W und U C W,
d.h. U ist in allen Teilrdumen W enthalten, die M als Teilmenge enthalten, so
dass U der kleinste Teilraum ist, der M enthilt. U ist eindeutig bestimmt. Denn
angenommen, es gibe einen weiteren solchen Teilraum U’ # U. Aus der Definition
von U folgt aber U C U’, und aus dem gleichen Grund folgt auch U’ C U. Aus
U' CU und U C U’ folgt dann U = U’, d.h. U ist die einzige kleinste Teilmenge,
die M enthélt. O

Der Begriff der linearen Unabhéngigkeit ist zwar schon fiir den Spezialfall von
Vektoren als n-tupeln (1, . .., z,) von Zahlen definiert worden. Hier wird er noch
einmal fiir den allgemeinen Fall von Vektoren als Elementen von Vektorrdumen
charakterisiert.
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Definition 2.13 FEs sei Vy eine Teilmenge des Vektorraums V. Vy heifit linear
unabhiingige Teilmenge von V', wenn fiir jedes v € Vi der von Vi — {v} erzeugte
Teilraum eine echte Teilmenge des von Vy erzeugten Teilraums ist, so dass fiir
alle v € Vy fiir den von Vo — {v} aufgespannten Raum

L(Vo = {v}) # L(V)

gilt. Vo heifit linear abhéngig, wenn Vi nicht linear unabhdngig ist.

Anmerkung: Die Redeweise vom "erzeugten Teilraum” bedeutet, dass die Menge
der Linearkombinationen der Vektoren aus in diesem Fall Vj oder V — {v}, also
L(Vy) oder L(Vy — {v}) betrachtet wird. O

Zur Erinnerung: £(Vp) ist der von den Vektoren in Vj aufgespannte Vektor-
raum; dieser Raum kann der Vektorraum V sein oder aber nur eine Teilmenge
von V, — dies hingt von den Vektoren in V{, ab. Entfernt man einen Vektor —
etwa v — aus Vj, so kann der von Vj — {v} aufgespannte Vektorraum gleich £(Vp)
sein oder nicht. Ist er es nicht, so bedeutet dies, dass der entnommene Vektor v
gewissermaflen Information enthiilt, die in den anderen Vektoren nicht enthalten
ist und die nun fehlt. Deshalb kann v eben nicht von den anderen Vektoren in
Vo "vorhergesagt”, d.h. als Linearkombination berechnet werden, v ist in diesem
Sinne unabhéngig von den iibrigen Vektoren in Vj.

Definition 2.14 Es sei Vj eine Teilmenge von V. Mit Vo U {v} ist die Menge
gemeint, die entsteht, wenn man ihr einen Vektor v € V hinzufiigt. Vi heifst eine
maximale linear unabhéingige (l.u.) Teilmenge einer Teilmenge Vi von V, wenn
Vo linear unabhingig ist, aber Vo U {v} fir jeden Vektor v € Vj linear abhdingig
ist, wenn v nicht zu Vi gehort.

Satz 2.8 Ist die Menge Vi C V' linear unabhingig und Vo U {v}, v € V, linear
abhingig, so ist v € L(Vy). Ist Vi eine mazimale linear unabhdingige Teilmenge
einer Teilmenge Vi von V, so ist Vi C L(V}).

Beweis: Der erste Teil des Satzes ist intuitiv sofort klar: wenn VU {v} linear
abhéngig ist, so heifit dies ja, dass v als Linearkombination der Vektoren in Vj
dargestellt werden kann, und dieser Sachverhalt wird gerade durch die Aussage,
dass v in der linearen Hiille von Vj enthalten sein muf ausgedriickt. Wenn Vy C Vj
maximal linear unabhéngig ist, so ist Vo U{v} mit v € Vjj, v ¢ V| linear abhiingig
und folglich mufl v eine Linearkombination der Vektoren in Vj sein, und damit
ist v € £(Vp), also in der linearen Hiille von V), und dies bedeutet Vj C L(Vp). O

2.4.2 Basen von Vektorrdumen und Teilvektorrdumen

Der Begriff der linearen Hiille einer Menge M von Vektoren legt nahe, dass alle
Vektoren einer Menge als Linearkombinationen bestimmter Vektoren by, ..., b,

46



dargestellt bzw. erzeugt werden koénnen. Dies fiihrt zu der folgenden Begriffshil-
dung:

Definition 2.15 Es sei V ein Vektorraum. Die Teilmenge B = {b1,..., b,} von
V' heif$t Basis von V', wenn gilt

(i) die by, ..., by, sind linear unabhdingig,

(ii) V = L(B), dh. V ist die lineare Hiille von by, ..., b,. Die Teilmenge by, ..., b,
mit v < n bildet eine Teilbasis von L.

(iii) Es sei v €V und es gelte
v=a1b; +asby+ - -+ ayb,. (287)

Die Koeffizienten aq,...,a, heiffen Koordinaten von v beziiglich B (vergl.
Beispiel 2.1 , Seite 18).

V = L(B) bedeutet, dass jeder Vektor aus V als Linearkombination der Basis-
vektoren by, ..., b, darstellbar ist, d.h. fiir eine gegebene Basis B = {by,...,b,}
existieren fiir jeden Vektor v € L Koeffizienten ay,...,a, (also ein Vektor a =
(a1,...,a,)") derart, dass die Darstellung eines Vektors v € V wie in (2.87) mog-
lich ist. Dies heifit, dass B eine maximal linear unabhéngige Teilmenge von V' im
Sinne der Definition 2.14 ist. £, = L(B,) = L(by,...,b,;) mit r < n definiert
einen Teilraum von V' (vergl. Satz 2.6).

Definition 2.16 Es sei V' ein Vektorraum mit der Basis B = {by,..., b,}. Dann
heifft V' n-dimensionaler Vektorraum; man schreibt auch V,, um die Anzahl der
Vektoren in einer Basis von V anzuzeigen. n heif$t Dimension des Vektorraums.

Anmerkung: In Definition 2.16 wird der Begriff des n-dimensionalen Vektor-
raums durch die Anzahl der Basisvektoren definiert. In der Tat existiert ein Zu-
sammenhang zwischen der Anzahl n < co der Komponenten der Vektoren eines
Vektorraums V' und der Anzahl der Basisvektoren, die notwendig sind, um alle
Vektoren von V' zu erzeugen. Dieser Zusammenhang wird im Folgenden elabo-
riert. Zuvor wird aber der Begriff der orthogonalen Basis eingefiihrt. ([l

Linear unabhéingige Vektoren sind nicht notwendig auch paarweise orthogonal
zueinander, aber paarweise orthogonale Vektoren sind notwendig linear unabhén-
gig. Orthogonale Vektoren kénnen demnach als Basisvektoren gew&hlt werden.
Dieser Fall ist besonders wichtig, weshalb eine eigene Definition dafiir eingefiihrt
wird:

Definition 2.17 FEs sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum. Eine Basis

B:(b17"'abn)
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von V' heifst Orthonormalbasis (ONB) (oder orthonormale Basis), wenn die b,
auf die Ldnge 1 normiert und paarweise orthogonal sind, d.h. wenn

/ _ 07 ]#k - _
bjbk—{ 1 Gk B k=1,...,n (2.88)

Die Basis B, = (by,...,b.) mit r < n heifit orthonormale Teilbasis.
Orthonormale Basisentwicklung eines Vektors: Die zur Darstellung ei-

nes beliebigen Vektors v € L benétigten Koeffizienten a; ergeben sich beson-
ders einfach, wenn Orthonormalbasen gew&hlt werden: Es sei x € V,, (x sei ein

n-dimensionaler Vektor) und die by,...,b,, seien orthonormale Basisvektoren.
Dann existieren Koordinaten a1, ..., a, derart, dass
n
x=aib; +---+a,b, = Z aibyg. (2.89)
k=1

Fiir die Koeffizienten a; ergibt sich eine einfache Darstellung. Man betrachte dazu
das Skalarprodukt x'b;:

aj = X/bj = Zakbkbj, j = 1, R (2.90)
k=1
denn
o0 IFE
bb; = { LSl (2.91)

(2.89) kann dann in der Form

x =Y (x'by)by. (2.92)
k=1

Dieser Ausdruck heifit auch orthonormale Basisentwicklung des Vektors x.

Anmerkung: Bekanntlich kann unter bestimmten Normierungsbedingungen ein
Skalarprodukt als Korrelation interpretiert werden, dann bedeutet (2.92) x'by
die Korrelation zwischen dem Vektor x und dem Basisvektor by. In der Fakto-
renanalyse wird eine Ladung einer Variablen auf einer latenten Dimension als
Korrelation zwischen dem Item und der latenten Dimension interpretiert. Diese
Interpretation beruht auf (2.92). O

Die n-dimensionalen Einheitsvektoren sind ein Beispiel fiir eine orthonormale
Basis:

Definition 2.18 Die n-dimensionalen Einheitsvektoren ey, ..., e, mit
e; = (0,...,0,1,0,...,0)

der i-te n-dimensionale Finheitsvektor, bilden eine orthonormale Basis des Vi;
sie heifst die kanonische Basis des V,.
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Die Einheitsvektoren sind linear unabhéngig, denn 0= \er+ \es+ -+ \pey
ist nur moglich fir Ay = --- = \,, = 0; fiir die i-te Komponente hat man namlich
0 = \;1, woraus sofort \; = 0 folgt. Dariiber hinaus sind die e; orthonormal, denn

1, i=j
e = { 0, i#]
Die Vektoren eq,...,e, bilden deshalb eine orthonormale Basis des des V,,.

Man sieht sofort, dass sich jeder Vektor x € V,, als Linearkombination der
el,...,e, darstellen 148t (vergl. Beispiel 2.10):

I 1 0 0
i) 1 0
X = : =z | . | Fw| o ot L |- (2.93)
Tp 0 0 1
Die Komponenten z1,...,z, von X heiflen auch Koordinaten von x beziiglich der
Basis ey, ..., ey.

Satz 2.9 Es sei V =1V, ein n-dimensionaler Vektorraum und B, = {by,..., b},
r < n eine Teilbasis von V. Dann ist die lineare Hiille U = L(B,) von B, ein
Teilvektorraum von V.

Beweis: Der Satz kennzeichnet einen Spezialfall von Satz 2.6, Seite 45, aber
ein gesonderter Beweis kann nicht schaden. Es seien v = a1by + - - - + a,b, und
u = b1by + - - - + b,.b, Linearkombinationen der Vektoren aus der Teilbasis; dann
sind v,u € U. Dann ist

u+v=_(ay+b)by+---+ (ar+b.)b, €U,

denn v + u ist offenbar ebenfalls eine Linearkombination der Vektoren aus B.
Ebenso ist Au € U, da Au wieder eine Linearkombination der b;, j = 1,...,r ist,
— dies gilt fiir alle u € U. O

Es sei eine Teilmenge S = {x1,...,X;} mit & < n Vektoren gegeben. L£(S) ist
ein Teilraum von V,,. Sind die x; € S linear abhéingig, so existiert eine Teilbasis
B, ={bi,...,b;} mit r < k und L(S) = L(B,). Die folgende Definition fiithrt im
Wesentlichen eine Redeweise ein:

Definition 2.19 FEs sei V ein Vektorraum und S eine Teilmenge von V. Dann
ist der Rang von S gleich der Dimension des von S erzeugten Unterraums L(S).
Ist V =V, ein n-dimensionaler Vektorraum und ist S C V,,, so hat S den Rang
r <n, wenn S r linear unabhdngige Vektoren enthdlt; fir r =n hat S den vollen
Rang.
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Anmerkung: r heiit auch die Dimension des Unterraums £(S), und n —r heifit
die Kodimension des Unterraums L£(S). Die Dimension eines Unter- oder Teil-
raums eines Vektorraums ist also nicht notwendig gleich der Dimension, d.h. der
Anzahl der Komponenten der Vektoren, die die Elemente des Teilraums sind. [

Die folgenden Betrachtungen werden durch die Frage motiviert, wie viele Vek-
toren eine Teilmenge M eines Vektorraums haben muf3, damit M eine Basis bildet.
Dazu wird zunéchst der Begriff eines Erzeugendensystems eingefiihrt:

Definition 2.20 Es sei V' ein Teilraum des Vektorraums V. V' wird durch die
Teilmenge M von Vektoren aus V' erzeugt, wenn fir die lineare Hiille L(M) die
Aussage L(M) = V' gilt. M heifit dann lineares Erzeugendensystem von V'. Der
Vektorraum V heifit endlich erzeugt, wenn V ein lineares Erzeugendensystem
enthdlt, das nur aus endlich vielen Elementen besteht. M heifft minimales Erzeu-
gendensystem, wenn kein Vektor aus M entfernt werden darf, damit L(M) =V’
gilt (wird also ein Element aus M entfernt, so ist L(M) C V).

Ist ein Vektorraum endlich erzeugt, so heifit dies, dass es eine endliche Menge
{v1,..., vy} gibt derart, dass V die lineare Hiille L({v1,...,vy}) von{vy,...,v,}
ist, d.h.
n
V=L ajvila; €Ky, (2.94)
j=1
wobei hier im Allgemeinen K = R oder K = C. Ist dagegen V = C°(R) der
Vektorraum aller auf R stetigen Funktionen, so ist V' nicht endlich erzeugt (hier
ohne Beweis).

Fiir eine Basis eines Vektorraums konnen die folgenden Aussagen gemacht
werden:

Satz 2.10 M sei eine Teilmenge des Vektorraums V. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent (im Sinne von (1) = (2) und (2) = (1), etc):

(1) M st eine Basis von V
(2) M ist ein minimales Erzeugendensystem von V
(3) M ist eine maximal linear unabhingige Teilmenge von V.

Beweis: (1) = (2) M ist eine Basis = M ist L.u. und L(M) =V.Essei AC M
eine echte Teilmenge von M und M \ A (= M minus A, das Zeichen \ ersetzt
das Minuszeichen bei Mengendifferenzen) die Menge von Vektoren aus M, die
nicht zu A gehoren. Sei weiter v € M \ A. Wegen der linearen Unabhéngigkeit
der Elemente in V' kann v nicht als Linearkombination der Elemente in M \ A
dargestellt werden, so dass L(M \ A) C V und L(A) C V, so dass (2) folgt, M

ist ein minimales Erzeugendensystem.

(2) = (3) Es sei M ein minimales Erzeugendensystem von V. Es werde an-
genommen, dass M linear abhingig ist. Dann existiert ein v.€ M und v ist
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Linearkombination der Elemente von M \ {v}. Aber dann ist M kein minimales
Erzeugendensystem, im Widerspruch zur Annahme, dass M ein minimales Er-
zeugendensystem ist. Also mufi M linear unabhéingig sein. Dariiber hinaus muf}
M maximal linear unabhéngig sein, denn M ist ein Erzeugendensystem fiir V', so
dass M U {v} linear abhéngig ist fiir jedes Element v € V'\ M.

(3) = (1) M sei eine maximal linear unabhingige Teilmenge von V. Dann ist
fir v ¢ M, v € V die Vereinigung M U {v} linear abhéngig (denn sonst wire
M nicht mazimal linear unabhéngig). Mithin existieren vi,...,v, € M und
a,ai,...,ay € K, die nicht alle gleich Null sind, und es gilt

av+a1v1+~'+anvn:6

mit A # 0, denn sonst wéren die vy,...,Vv, nicht linear unabhéngig. Mithin
existiert fiir v die Darstellung

als Linearkombination der Elemente von M, d.h. M ist eine Basis von V. O

Es 148t sich zeigen, dass jeder Vektorraum V eine Basis hat. Wird V' nicht
endlich erzeugt, erfordert der Beweis die Anwendung von Resultaten der Men-
genlehre, worauf hier nicht eingegangen werden kann. Die meisten multivariaten
Techniken beziehen sich aber auf endlich erzeugte Vektorrdume, fiir die der Be-
weis nicht schwierig ist. Denn ’endlich erzeugt’ heift ja nur, dass eine maximal
linear unabhéngige Teilmenge M von V existiert, und nach Satz 2.10 folgt daraus
die Existenz einer Basis.

Die Dimension eines Vektorraums ist die Anzahl der Basisvektoren, die not-
wendig sind, um alle Vektoren des Vektorraums als Linearkombination der Ba-
sisvektoren zu erzeugen. Es gilt der Austauschsatz von Steiner:

Satz 2.11 Es sei V ein Vektorraum mit der Basis B = (vy,...,v,). Fir0 #v e
V' gibt es dann die Darstellung

v=qiv + -+ ap,v, (2.95)
Jeder Vektor v; € B mit a; # 0 kann durch v ausgetauscht werden, und
{v1,vj-1,v,vj41,..., 0} (2.96)

ist ebenfalls eine Basis von V.

Beweis: Da v # 0 sind nicht alle a; = 0. Da die Anordnung der v; in B beliebig
ist, kann angenommen werden, dass a; # 0, so dass vy durch v ersetzt werden
kann. Dann gilt

biv+byvg + - + byvy, = 0.
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Da zu zeigen ist, dass {v,vsy,...,v,} eine Basis ist, mufl gezeigt werden, dass
die v, vs, ..., vy linear unabhiingig sind, d.h. die Darstellung des Vektors 0 nur
moglich ist, wenn by = - - - = b, = 0. Setzt man den obigen Ausdruck der Linear-
kombination von v ein und vereinfacht, so erhilt man den Ausdruck

braivy + (biag + ba)va + - - + (bray, + by) vy, = 0.
Wegen der linearen Unabhéngigkeit der v; folgt dann aber
biar = bjag +by=--- =bra, +b, =0.

Daa; # 0folgt by = Ound also by = - - - = b, = 0, d.h. die Vektoren {v,vo,...,v,}
sind linear unabhéngig.

Jetzt mufl nur noch gezeigt werden, dass {v,va,...,v,} ein Erzeugendensy-
stem fiir V' ist. Dazu sei w € V ein beliebiger Vektor aus V. Da {vi,...,v,} nach
Voraussetzung eine Basis ist, existieren Koeffizienten cy, ..., ¢, € K derart, dass

W =CV]+ - +ChVp.

Aus (2.95) folgt
1
vi=—(V—agve — - —apvy)
a1
Setzt man diesen Ausdruck fiir vi in den Ausdruck fiir w ein, so sieht man, dass w
als Linearkombination der {v,vo,...,v,} dargestellt werden kann, so dass diese

Vektoren ebenfalls eine Basis fiir V' bilden. OJ

Satz 2.12 Die Darstellung V' = L(B) ist fiir eine gegebene Basis B eindeutig.
Die Wahl einer Basis B fir einen Vektorraum V ist nicht eindeutig.

Beweis: Angenommen, es gibe zwei Darstellungen der Form
v=ab; 4+ -+ a,b, =b1by + - + b,by.

Dann folgt
(a1 — bl)bl + -+ (an — bn)bn =0

und wegen der linearen Unabhéngigkeit der Basisvektoren b; mufl a; — b; = 0
fir j = 1,...,n gelten, d.h. aber a; = b; fiir alle j, V' wird eindeutig durch B
bestimmt.

Die Wahl einer Basis fiir einen Vektorraum ist nicht eindeutig. So sei By =
{b1,...,b,} eine Basis des V,,, und c; sei eine Linearkombination der Elemen-
te von Bi. Nach dem Austauschsatz kann etwa b; durch c; ersetzt werden, so
dass die Basis By = {c1,ba,...,b,} entsteht. cy sei eine Linearkombination der
ci,bo, ..., b,. Hier kann by durch co ausgetauscht werden, etc. Auf diese Weise
entsteht die Basis C = {cy,...,c,}. Andererseits sind die ¢;, j = 1,...,n Elemen-
te der linearen Hiille £(B;) von By, und da die c; eine Basis bilden, sind sie linear
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unabhéngig. Damit ist gezeigt, dass die lineare Hiille einer Basis B mindestens
eine Menge cy, ..., c, enthilt, die ebenfalls eine Basis C bilden, die ebensogut wie
B als Basis gewihlt werden konnen. Da ¢; = a1by + - - - 4+ a, b, und die Koeffizi-
enten ay, ..., a, beliebig gewihlt werden kénnen, ebenso die Koeffizienten fiir co
etc kann man folgern, dass £(B) beliebig viele Basen enthélt, die ebenso wie B
gewihlt werden koénnen. O

Beispiel 2.17 Es sei V = R? der Vektorraum aller 2-dimensionalen Vektoren.

Dann ist die Teilmenge
a c
b )\ d

eine Basis fiir V, falls die Bedingung ad — bc # 0 erfiillt ist; dazu miissen die Vek-
toren (a,b) und (¢, d)’" nicht orthogonal sein. Angenommen, es sei ad — be = 0, so

dass ad = —bc, woraus a/b = —c/d = q folgt, was a = ¢b und ¢ = —qgc impliziert,
d.h. die beiden Vektoren (a,b)’ und (c,d)" liegen auf der gleichen Geraden und
konnen deshalb nicht alle 2-dimensionalen Vektoren erzeugen. ]

Man kann nun fragen, welche Beziehung zwischen den Koeffizienten u; und v;
besteht. Man macht sich leicht klar, dass es einen betréchtlichen Rechenaufwand
bedeutet, diese Beziechung “elementar” herzuleiten, — weshalb dieser Ansatz hier
auch nicht weiter verfolgt wird. Fiir Vektoren v € R" kann mit den Mitteln
des Matrixkalkiils sehr schnell eine Antwort auf die Frage nach dieser Beziehung
gegeben werden, vergl. Beispiel 3.7, Seite 94.

Satz 2.13 Der Vektorraum V habe eine Basis B = (v1,...,vy). Dann ist jede
Teilmenge M mit m > n FElementen linear abhdngig. Zwei verschiedene Basen
von V' haben stets dieselbe Anzahl von Elementen aus V.

Anmerkung: Dieser Satz wird gelegentlich als Fundamental-Lemma der Linea-
ren Algebra bezeichnet (etwa in Koecher (1997), p. 21). O

Beweis: Es sei B = (vq,...,V,) eine Basis von V', und es sei {wy,...,wy,} CV,
m > n. Es werde angenommen, die wy, ..., w,, seien linear unabhéngig. Nach
dem Austauschsatz 2.11 kann einer der Basisvektoren aus B etwa durch den
Vektor v = w; ausgetauscht werden. Man erhélt dann die Basis wy,va, ..., vy,
und wy kann als Linearkombination

Wo = biwy +asve +...+a,vy

ausgedriickt werden. So fihrt man weiter fort, indem man vo durch wo austauscht,
etc, so dass man schliefflich die vy, ..., v, durch die wy, ..., w, ersetzt hat. Aber
m > n, und w,, kann nun als Linearkombination der wi,...,w, ausgeriickt
werden. Aber das heifit, dass die wy,...,w,, insgesamt linear abhéingig sind,
entgegen der Annahme ihrer linearen Unabhéngigkeit. Es konnen nur n der m
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Elemente w; linear unabhiingig sein, und das heifit, dass alle Basen von V' dieselbe
Anzahl von Elementen haben miissen. ([

Schreibweisen: Fiir die Dimension von V wird dimg V' oder einfach dim V' ge-
schrieben, wenn klar ist, um welchen Korper K es sich handelt. Fiir einen endlich
erzeugten Vektorraum gilt dimg V' < oo, fiir einen nicht endlich erzeugten Vek-
torraum gilt dimg V' = oo.

Aus dem Vorangegangenen folgt fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V;,:

1. Ein Erzeugendensystem fiir V,, besteht aus n Vektoren.
2. Mehr als n Vektoren des V,, sind stets linear abhéngig.
3. Ein Erzeugendensystem mit n Vektoren bildet eine Basis fiir V,.

Ubung: In Satz 2.1, Seite 32 wurde gezeigt, dass fiir p linear un-
abhéngige n-dimensionale Vektoren x1,...,x, die Darstellung des n-
dimensionalen Vektors y = Aix1 + --- 4+ A\yX,, eindeutig ist, d.h. es
gibt nur einen Vektor X = (A1,...,Ap), der dieser Beziehung geniigt.
Die Frage war, ob A nicht mehr eindeutig ist, wenn die x,...,x, li-
near abhéngig sind, d.h. ob die lineare Unabhéngigkeit der x; nicht
nur hinreichend, sondern auch notwendig fiir die Eindeutigkeit von
A ist. Es werde nun angenommen, dass die x; linear abhéngig sind.
Dann existieren Basisvektoren vy,...,v,, r < p, und Koeffizienten
agj, k=1,...,r, mit

X; = a1Vl + -+ QrjVy,
so dass
y=XA(auvi+- -+ amvy) + ...+ Xp(apivi + - - + +apvy)
gilt; umgeordnet ergibt sich

v = (Aai + - Apap)vi + -+ (Aarr + -+ Apapr) Vi

b1 br

Da die v; nach Voraussetzung linear unabhingig sind, folgt aus Satz
2.1, dass die by, ..., b, eindeutig sind. Wenn nun X nicht eindeutig ist,
so existiert ein Vektor i = (p1, ..., up)" derart, dass auch

y= (Nlall + - Mpapl)vl +---+ (Nlalr + -+ Npapr)vr

b1 by

gilt. Subtrahiert man die beiden Ausdriicke fiir y, so erhélt man eine
Darstellung des Nullvektors

0 = (M —p)ann + -+ Ap — pp)ap)vi +
R (()\1 - Ul)alr +---+ ()\p - Np)apr)vr-
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Wegen der linearen Unabhéngigkeit der v; folgt nun aber, dass die
Koeffizienten der v; gleich Null sein miissen. Die Vektorgleichung ent-
spricht also dem folgenden System von Gleichungen:

(A —pr)air + (A2 — p2)arz + -+ (Ap — pp)apr = 0
(A1 — pr)arz + (A2 — pa)arg + -+ (Ap — pplagy =

(A1 —p1)arr + (A2 — p2)ara+ -+ (Ap — pp)apr = 0

das in der Form
(A1 —p)ar + -+ (Ap — pp)ay, = 0

geschrieben werden kann. Darin sind die a; = (aj1,...,a5), j =
1,...,p r-dimensionale Vektoren. Da p > r folgt nach Satz 2.13, dass
die a; linear abhéngig sind, so dass die (A; — ;) nicht alle gleich
Null sind. Dies bedeutet aber, dass A nicht eindeutig ist, d.h. es gibt
verschiedene Vektoren A, pu, ..., die der Darstellung von y durch die
X1,...,Xp geniigen. Dies wiederum bedeutet, dass die lineare Unab-
héngigkeit der x; auch notwendig fiir die Eindeutigkeit der Darstel-
lung von vy ist. O

Ein Begriff, der sich gelegentlich als niitzlich erweist, ist der des orthogonalen
Komplements einer Teilmenge von Vektoren eines Vektorraums:

Definition 2.21 FEs sei V ein Vektorraum und M C 'V sei eine Teilmenge von
Vektoren aus V. Dann heifit'3

M+ = {we V|wv=0 fir ale ve M} (2.97)

das orthogonale Komplement von M in V.

Die Menge M muB kein Teilraum von V sein. Es zeigt sich aber, ds M stets
ein Teilraum von V ist:

Satz 2.14 FEs sei V ein Vektorraum. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es seien My und My Teilmengen von V' mit My C Ms. Dann gilt ]\42L C ]\41L
(b) Sei M irgendeine Teilmenge von V; dann ist M+ ein Teilraum von V.

(c) Sei M irgendeine Teilmenge von V'; dann ist M+ = L(M™1).

(d) Es seien vy, ..., vy beliebige Vektoren aus V. Dann gilt

L((v1,- o)) = L((v1)" N0 L () ).

3Das Zeichen L steht allgemein fiir orthogonal, senkrecht auf, etc.
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Beweis: (a) folgt sofort aus der Definition 2.21. (b) Es seien u,v € M+ und
M\ € R (allgemein: A\, € K). Dann folgt sofort Au + puv € M=+, da offenbar
(Au + pv)'w = 0 fiir jedes Element w € M. (c) Aus (a) folgt £L(M*) C M*.
Andererseits gibt es fiir jeden Vektor w € M Vektoren wrq, ..., w; und Skalare
A, ..., A\, derart, dass w = \ywq +- - -+ A\, Wy, und fiir beliebigen Vektor v € M=+
gilt v'w, da notwendig v'w; = --- = v'wy = 0 gilt. Dann gilt auch fiir jede
Linearkombination v = avj +bvy von Vektoren vi und vy aus M L, dass v'w = 0.
(d) Es sei M = {vy,...,vi} und v € L(M); dann muBl v'v; = 0 gelten fiir alle
j =1,..., k. Dies heifit aber, dass v € L(v1)N---NL(vg). Es selen A1,..., A\ € K
(R), und w = \ywq +- - -+ Ay wy. Dann mufl auch v'w = 0 gelten, da ja v'w; =0
fiir alle j, woraus v € M=+ folgt. ([l

Der folgende Satz erweist sich fiir viele Betrachtungen als niitzlich, insbeson-
dere wenn Projektionen von Vektoren betrachtet werden ( vergl. Abschitt 3.17).

Satz 2.15 Es seien V und W Teilrdume des R™ mit der Eigenschaft W = VL.
Dann ezistieren fiir einen beliebigen x € R™ Vektoren v € V und w € W derart,
dass

T=v+ w, (2.98)

wobei die Vektoren v und w eindeutig bestimmt sind.

Beweis: Es sei (ay, ..., a;) eine orthonormale Basis von V. Es sei v = Ele ciag;
dann ist v € V, da v ja als Linearkombination der Basisvektoren von V' definiert
ist. Insbesondere seien die ¢; als Skalarprodukte ¢; = x’a; definiert. Weiter sei
w = x — v. Dann folgt

k
wa, =x'a; — v/ Z cia;ak =c, —c =0,
i=1
da alay = 0 fiir i # k und aja;, = 1 fiir i = k. Also mul w € V+ = W sein. Damit
ist gezeigt, dass eine Darstellung von x der Form (2.98) existiert. Nun muf3 noch
gezeigt werden, dass diese Darstellung eindeutig ist. Dazu werde angenommen,
dass eine zweite Darstellung x = v* + w* existiert. Dann folgt

X—x=v+w-—v —w'=0.

Esseiv=v—-v*eV, w=w—-—w"e€ W, und es gilt v+w = 0, so dass v = —w.
Dann muB aber vV'w = —w'w = 0 gelten, wegen v € Vund w € V- = W. w'w =
0 ist aber nur moglich, wenn w = w — w* = 0, d.h. w ist eindeutig bestimmt.
Analog fogt ¥'v = —w'v = 0, so dass v = 0 und damit die Eindeutigkeit von v
folgt. O
Elementare Umformungen: Es seien vy, ..., v, Vektoren; die Maximalzahl li-

near unabhéngiger Vektoren unter ihnen ist der Rang dieser Menge von Vektoren.
Die folgenden Operationen auf der Vektorenmenge verdndern den Rang nicht:
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(1) Vertauschung zweier Vektoren:

(Voo oy Vi ooy Vs, Vi) = (VI o, Vs Vi, V)
(2) Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar A:
(Viyeo oy Vigeo oy, Vi) = (V1o AV, e V)

(3) Ersetzung eines Vektors v; durch v; + Avj, i # j, A € R.

Entsteht durch elementare Umordnungen aus S = {vi,...,v,} die Menge
S =A{vl,...,vl,}, soist L(S) = L(S") und S und S’ haben denselben Rang.

Satz 2.16 (Dimensionssatz) Es sei W ein Vektorraum mit der Dimension n =
dim(W) < oo, und U CW, V CW seien Teilrdume von W. Dann gilt

dim(U) + dim(V) = dim(U NV) 4+ dim(U + V), (2.99)

bzw.
dim(U + V) =dim(U) + dim(V) — dim(U NV). (2.100)

Beweis: Es sei D = UNV. Da U und V Teilrdume sind, ist D ebenfalls ein
Teilraum (Satz 2.4). D habe die Basis Bp = (di, ...,d;). Die d; sind sowohl aus
U als auch aus V. Durch Hinzugenahme eigneter Vektoren aus U bzw. V 148t
sich Bp zu einer Basis fiir U erweitern: By = (dy,...,d,,uy,...,us), und ebenso
148t sich Bp zu einer Basis fiir V' erweitern: By = (dy,...,d,, vi,...,Vvy). Es ist
also dim(D) = dim(UNV) =r, dim(U) = r 4+ s und dim(V') = r + t. Weiter sei
S = U + V. Zu zeigen ist nun die Behauptung (2.99), d.h. dass die Basis von S
durch
dim(S) = Bs = ((d1,...,dy,u1, ..., us, V1, ..., V¢)

gegeben ist.

Es sei s € S. Dann existieren Vektoren u € U, v € V derart, dasss = u+v. u
und v lassen sich als Linearkombinationen der jeweiligen Basisvektoren darstellen:

T S
u = Zaidi +Z)‘U‘j
i=1 i=1
r t
v = Zﬁidi + ZMVJ'
i=1 j=1

ai, Biy Aipti € K (hier K = R). Daraus folgt

T s T t
S = Zaidi =+ Z )\@'ui + Zﬁldz + Zﬂivia
=1 =1 =1 =1

und s ist eine Linearkombination der Vektoren aus Bg.
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Jetzt mufl noch gezeigt werden, dass die Vektoren aus Bg linear unabhéngig
sind. Dazu wird 0 als Linearkombination dieser Vektoren dargestellt, und im Fall
linearer Unabhéngigkeit miissen die Koeffizienten gleich Null sein:

T s t
62 Z(Sidi +Z)\z‘ui + Zﬂiwia
=1 i=1 =1
woraus
t T s
- Z HiW; = Z 0;d; + Z Ay
=1 =1 =1

folgt. Aber es ist sicherlich

t
ZuiwieD:UﬁV,

=1

so dass es Koeflizienten v; € K gibt derart, dass

t r
W= E HiW; = g v;d;,
i—1 i=1

also
t T
0=> pwi—> vid;,
=1 =1
und da die gy = --- = pr = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit der Basisvekto-
ren in By folgt auch vy =--- =1, =0. Analog folgt Ay = =X ;=11 =--- =

v, = 0, und somit sind die Vektoren in Bg linear unabhéngig. Bg erzeugt .S, und
S hat demnach die Dimension r 4+ s + t. Damit ist die Behauptung bewiesen. []

2.4.3 Zusammenfassung fiir den Fall V = R"

1. Es sei V,, = R™. Jeder Vektor x = (z1,...,x,)" kann als Linearkombination
der kanonischen Basis {e1,...,e,} dargestellt werden, wobei e; der j-te
n-dimensionale Einheitsvektor ist:

X = r1€1 + T9es + - - - + Tpey,, (2.101)

und V,, = L(e1,...,ey,). Eine Basis fiir V,, enthélt nicht mehr als n linear
unabhéngige Vektoren, gleichzeitig ist es ein minimales Erzeugendensystem,
da kein Basisvektor aus einer Basis entfernt werden darf, wenn alle Elemente
von V;, erzeugbar sein sollen (s. Definition 2.20, Seite 50). Die Anzahl der
Basisvektoren b; ist gleich der Anzahl n der Komponenten von x € V;,.
Diese Aussage gilt fiir jede Basis {by,...,b,} von V,, da die by selbst als
Linearkombinationen der e; dargestellt werden kénnen. Vergl. Satz 2.13,
Seite 53.
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2. Es sei S = {x1,...,xy} eine Teilmenge von Vektoren aus V,,. Dann hat S
den Rang r, wenn £(.S) durch eine Basis {b1,...,b,} erzeugt wird, b; € V;,
fir j = 1,...,r (Definition 2.19). Fiir jeden Vektor x € L(9S) existieren
Koeflizienten a1, ..., a, derart, dass

X =aib1 + -+ a,b,.

Da die b; wiederum als Linearkombinationen der kanonischen Basis repré-
sentiert werden konnen, werden letztlich alle x € £(.5) als Linearkombina-
tionen der kanonischen Basis dargestellt. Gleichwohl ist £(S) ein Teilraum
des V.

3. Es sei wieder S = {xi,...,x;} und S habe den Rang r. Dann hat das
orthogonale Komplement von £(S) den Rang n — r (vergl. Definition 2.21,
Seite 55).

2.4.4 Polynome, stetige Funktionen und Vektorriume*

Bei der Betrachtung von Vektorrdumen ist implizit Bezug auf die endlich-dimen-
sionalen Vektoren x = (z1,...,%,)" genommen worden. Die Definition eines Vek-
torraums &8t aber die Betrachtung anderer Objekte als "Vektoren’ zu, — zum
Beispiel Polynome vom Grad n:

P=ag+ a1z +az® + - + apz" (2.102)

Im Sinne der Definition eines Vektorraums V' ist ein Polynom ein Vektor. Denn
ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, bei der die die Addition zweier
Elemente wieder ein Element aus V' und und die Multiplikation mit einem Skalar
ebenfalls wieder zu einem Element aus V fiithrt. Dementsprechend zeigt man
leicht, dass Polynome in diesem Sinne Vektoren sind. Ist also

Q =bo+ bz + bz + - + bpa” (2.103)
ebenfalls eine Polynom vom Grad n, so ist die Summe P + @ durch
P+Q=uag+by+ (a1 + b))z + (ag + b2)2® + - - - + (an + by)2" (2.104)
ebenfalls ein Polynom vom Grad n, und fiir einen Skalar A findet man, dass
AP = Xag + (Aar)z + -+ - + (Aayp)z" (2.105)

ebenfalls ein Polynom vom Grad n ist. Da die Koeffizienten ag, a1, ..., a, auch
gleich Null sein diirfen, ist die Beschrankung auf den Grad n keine Beschrénkung
der Allgemeinheit: man kann Polynome von htherem oder niedrigerem Grad ad-
dieren, indem man die entsprechenden Koeffizienten gleich Null setzt.

Die Elemente eines Vektorraums konnen als Linearkombination von Basis-
vektoren erzeugt werden, und so ergibt sich die Frage, welche Basisvektoren sich
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fiir Polynome ergeben. Da die Vektoren Polynome sind, werden die Basisvekto-
ren ebenfalls Polynome sein, und damit sie Basisvektoren sind, miissen sie linear
unabhéngig sein.

Satz 2.17 FEs werde der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich
n betrachtet. Die Polynome 1,x,x2,..., 2" bilden eine Basis dieses Vektoraums.

Anmerkung: die z* sind Polynome vom Grad n, weil alle Koeffizienten aj mit
J # k gleich Null sein diirfen.

Beweis: Zu zeigen ist, dass die 2° = 1, x, 22, ..., 2" linear unabhingig sind, und
dass sich alle Polynome durch diese Basisvektoren erzeugen lassen. Es sei also

Ao+ Mz 4+ Aoz 4+ Nz =0, (2.106)

und lineare Unabhéngigkeit folgt, wenn diese Darstellung nur gilt, wenn A\g =
A =--- = A, = 0 ist. x darf Werte auf dem Intervall [0, c0) annehmen. Die \;
diirfen nicht von x abhéngen.

Es geniigt, zu zeigen, dass fiir kein k£ > 1 2" als Linearkombination der zF7,
Jj =1,...,k—1 dargestellt werden kann. So existieren keine Koeffizienten \; # 0,
fiir die 22 = A\ + Az fiir alle x € [0,00) gelten wiirde. Fiir z = 0 folgt stets
Ao = 0, und Differentiation liefert x = A1, entgegen der Voraussetzung, dass A;
unabhingig von z sein soll, also folgt A\ = 0. Fiir Az 4+ Aoa? + \3z3 = 0 folgt
nach Differentiation

A1+ 200z + 3M322 =0,

und fiir z = 0 folgt Ay = 0. Nochmalige Differentiation liefert Ao + 63z = 0, so
dass fiir x = 0 auch Ay = 0 folgt, etc. Insgesamt ist dann (2.106) nur moglich,

wenn A\g = --- = A\, = 0, und damit folgt die Behauptung. O
Der Satz 2.17 gilt fiir irgendein n € N, also fiir n = 1,2,3,.... Dann ist aber
x, 2%, 23, ... eine Basis mit unendlich vielen Elementen. Damit ist der Vektorraum

der Polynome ein unendlichdimensionaler Vektoraum. Weiter ist ein Polynom als
Funktion von x eine stetige Funktion, so dass die Polynome eine Teilmenge der
stetigen Funktionen auf [0, co] sind. Die Menge der auf einem Intervall — z. B.
[0,00) — stetigen Funktionen bildet ebenfalls einen Vektorraum. Denn es seien f
und ¢ irgendzwei stetige Funktionen. Dann ist die Summe f + ¢ ebenfalls eine
stetige Funktion (diese Aussage 1d8t sich im Rahmen der Analysis beweisen), und
fiir einen Skalar A ist Af ebenfalls eine stetige Funktion. Die Polynome sind ei-
ne Teilmenge der stetigen Funktionen. Der Vektorraum der Polynome mufl dann
ein Teilvektorraum des Vektorraums der stetigen Funktionen sein, dessen Di-
mension (die Anzahl der Elemente der Basisvektoren) unendlich ist. Die Anzahl
der Basisvektoren eines Vektorraums kann aber nicht kleiner sein als die eines
Teilvektorraums. Daraus folgt, dass die Dimension des Vektorraums der stetigen
Funktionen auf [0, c0) ebenfalls unendlich sein mufi.
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3 Matrizen

3.1 Definitionen

Wie bereits gesagt entstehen Matrizen, wenn man z.B. n jeweils m-dimensionale

Vektoren x;, j = 1,...,n nebeneinander schreibt, etwa
Tl X12 Lin
T21 T2 o Ton
X:[Xth,...,Xn]: . . . . ) (31)
Tml Tm2 *° Tmn

oder indem man m n-dimensionale Vektoren als Zeilen untereinander schreibt. X
ist eine ”(m xn)-Matrix”, m und n sind die 'Dimensionen’ der Matrix. Fiir den Fall
m = n heillt X quadratisch. Die Zeilen einer Matrix heiflen auch Zeilenvektoren,
die Spalten Spaltenvektoren. Gelegentlich wird von der Schreibweise

Gebrauch gemacht; damit soll gesagt werden, dass die Elemente von X mit x;;
bezeichnet werden.

Eine Matrix wird gestiirzt oder transponiert, indem die Zeilenvektoren als
Spaltenvektoren angeschrieben werden; man schreibt X’ dafiir:

Tt T21 ot Tml
Ti2 T22 . Tm2
x=\"""7 T = Ri%e L %) (3.3)
Tin Ton o Xom
X' ist also eine (n x m)-Matrix. Die x;, ¢« = 1,...,m sind die n-dimensionalen
Spaltenvektoren von X', d.h. die Zeilenvektoren von X . Ein Beispiel ist
1 2
X=(3 4|, X = ( ; Z 2 > .
5 6

Wie oben schon angemerkt wurde, sind die Elemente einer Matrix nicht not-
wendig gemessene Daten. Die Elemente miissen also nicht notwendig reelle Zahlen
sein, sie konnen auch komplexe Zahlen der Form z = z + iy sein, wobei z,yR
gilt, d.h.  und y sind relle reelle Zahlen, und i = v/—1 ist die imaginire Ein-
heit. In der multivariaten Statistik hat man es zwar sehr haufig mit Matrizen mit
rein reellen Elementen zu tun, aber bei der Analyse dynamischer Abldaufe, also
etwa bei der Zeitreihenanalyse, kann man mit komplexwertigen Elementen von
Matrizen konfrontiert werden, worauf spéater noch explizit eingegangen wird. Der
Ubersicht wegen werden hier einige Typen von Matrizen vorgestellt.
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Eine Matrix heifit quadratisch, wenn die Anzahl der Zeilen gleich der Anzahl
der Spalten ist. Eine quadratische Matrix, deren Elemente oberhalb der Diagonal-
elemente alle gleich Null sind, heif3t eine obere Dreiecksmatriz. Sind alle Elemente
unterhalb der Diagonalelemente gleich Null, so heifit sie untere Dreiecksmatrix.
Sind nur die Elemente in den Diagonalzellen ungleich Null, so heifit die Matrix
eine Diagonalmatriz:

A 0 0 -+ 0
0 X 0 -~ 0
A= ) = diag(A1, ..., A\n)- (3.4)
0 0 0 ... X
diag(A1, ..., ) ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir eine Diagonalmatrix. Diago-

nalmatrizen werden gelegentlich auch Skalierungsmatrizen (engl. scaling matrix)
genannt, weil man mit ihnen die Lénge von Vektoren verldngern oder verkiirzen,
allgemein skalieren kann; worauf noch eingegangen wird. Fine Matrix heifit sym-
metrisch, wenn x;; = xj;, dh wenn das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte
gleich dem Element in der j-ten Zeile und der i-ten Spalte ist:

( ; - > (3.5)

ist ein Beispiel fiir eine symmetrische Matrix. Die Elemente in der Diagonalen —
hier 1 und —2 — miissen also nicht identisch sein. Ist also A eine symmetrische
Matrix, so gilt

A=A (A ist symmetrisch). (3.6)

Symmetrische Matrizen sind notwendig quadratisch, dh die Zahl der Zeilen ist
stets gleich der Zahl der Spalten. Eine Diagonalmatrix ist notwendig auch sym-
metrisch. Es gibt zwei wichtige Spezialfiille:

1. Die Einheitsmatrix: I = (2;;), mit x;; = d;;, wobei

_J L i=g
51] - { O, 275 ] ’ (37)
d.h.
1 00 0
010 -0
= . .. . . (3:8)
000 --- 1

Gelegentlich wird I,, geschrieben, um anzuzeigen, dass I n Zeilen und Spalten hat.
Die Spalten- bzw. Zeilenvektoren sind gerade die n Einheitsvektoren ey, ..., e,.
2. Die Nullmatrix: 0 = (z;;) mit z;; = 0 fiir alle ¢ und j.

Die Matrix A enthalte komplexwertige Elemente zj;, = x5, + 1Yk, ¢ = v —1,
Zjk,Yjr € R. Die zu z konjugiert komplexe Zahl z ist durch zj, = xj, — iy

62



definiert. Dementsprechend heifit A die zu A konjugiert komplexe Matriz. Sind
alle Imaginérteile y;; gleich Null, so heifit die Matrix rell und es gilt A = A, sind
alle z;; gleich Null und nur die Imaginérteile y;; # 0, so heifit A rein imagindr.
Die Matrix A ist rein imaginér dann und nur dann, wenn A = —A.

Fiir die Elemente der Matrix A gelte a;; = —aj;. Dann folgt a; = —ay, so
dass notwendig a;; = 0. Matrizen, die diese Bedingung erfiillen, heiflen schief-
symmetrisch.

Gilt fiir eine Matrix A = A’, ist sie also gleich der transponierten konjugiert
komplexen Matrix, so heifit A hermitesch'*, und gilt A = —A’, so heifit A schief-
hermitesch. Ist also A reell und symmetrisch, so gilt A = A = A/, d.h. A ist
eine relle hermitesche Matrix, und ist A rell und schief-symetrisch, so ist A eine
relle schief-hermitesche Matrix. Der Punkt bei diesen Definitionen ist, dass alle
Eigenschaften von allgemeinen komplexen hermiteschen Matrizen auch fiir den
Spezialfall reeller hermitescher Matrizen gelten, da die rellen Zahlen ja Spezialfille
komplexer Zahlen sind. Relle symmetrische Matrizen spielen in der multivariaten
Statistik eine zentrale Rolle (etwa die Varianz-Kovarianz-Matrizen).

Beispiel 3.1 Matrix von Skalarprodukten Gegeben seien die Vektoren
X1y 9Xp

und es werden die Skalarprodukte X;-Xk fir j,k = 1,...,n berechnet. Die Ska-
larprodukte lassen sich in einer Matrix anordnen: die erste Zeile enthalte die
Skalarprodukte x|xi, kK = 1,...,n, die zweite Zeile enthalte die Skalarproduk-
te xhxy fiir k = 1,...,n, etc. Es entsteht eine symmetrische Matrix mit den
elementen z;, = x}xk. Bei entsprechender Normierung sind die Skalarproduk-
te Kovarianzen bzw. Korrelationen, — Kovarianz- und Korrelationsmatrizen sind
symmetrisch. Sind die x; paarweise orthogonal, so entsteht eine Diagonalmatrix.

O

Submatrizen: Eine Matrix kann in Teil- oder Submatrizen aufgeteilt werden,
bzw. aus solchen Matrizen aufgebaut werden. Es sei A eine m x n-Matrix. A kann
z.B. aus Teilmatrizen Ay, Ajo, As1, Ags zusammengesetzt sein:

Ay A >
A= 3.9
( A1 Aso (39)
wobei A1 eine r x s-Matrix, Ajo eine r x (n — s)-Matrix, Aoy eine (m —r) X s-

Matrix, Agg eine (m — ) x (n — 2)-Matrix ist. Diese Aufteilung 148t sich leicht
verallgemeinern auf p x g Teilmatrizen, wenn nur m und n hinreichend grof sind.

Fiir die Transponierte A’ hat man

!/ !/
A’:( n ,12> (3.10)

21 22

4 Charles Hermite (1822 — 1901), franzosischer Mathematiker.
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Die Spur einer quadratischen Matrix: Es sei A eine n x n-Matrix, d.h. A
habe so viele Zeilen wie Spalten. A heit dann quadratisch. Die Summe spur(A)
der Diagonalelemente heifit dann die Spur der Matrix A:

spur(A) = Z @i (3.11)
i=1

Der Begriff der Spur einer Matrix verweist nicht unmittelbar auf eine bereits
bekannte Operation mit Vektoren. Der Sinn dieses Begriffs ergibt sich erst in
spateren Anwendungen der Matrixrechnung.

3.2 Elementare Operationen mit Matrizen

Essei X = (245),i=1,...,m, j=1,...,n, dh. X sei eine (m x n)-Matrix mit
den Elementen x;;, wobei ¢ fiir die i-te Zeile und j fiir die j-te Spalte steht.

A sei ein Skalar (d.h. eine reelle Zahl). Dann gilt

AX = (/\l'ij), (3.12)

d.h. die Multiplikation von X mit A bedeutet, dass jedes Element x;; von X mit
A multipliziert wird.

Es seien X und Y zwei Matrizen mit identischen Dimensionen, d.h. beide
Matrizen seien (m x n)-Matrizen. Dann gilt

X+Y = (xij + yij), (3.13)

D.h. die Matrizen werden addiert, indem man die zueinander korrespondierenden
Elemente addiert. Weiter gilt

(X+Y)=X+Y" (3.14)
Ist A € R, so sieht man sofort, dass
spur(AA) = Aspur(A4). (3.15)

Ist B ebenfalls eine n x n-Matrix, so folgt aus der Definition der Addition von
Matrizen ebenfalls sofort

spur(A + B) = spur(A) + spur(B). (3.16)

Es sei nun C eine n x p-Matrix und D eine p X n-Matrix. Es sei A = CD; A
ist eine quadratische, d.h. eine n x n-Matrix. Fiir das Element a;; hat man dann

p
aii = Y bijcji.
J=1
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Dann folgt

n_p
spur(A) = spur(CD) = > 3 " bijc;i. (3.17)
i=1 j=1
Ein Spezialfall von (3.17) ergibt sich fiir C' = D:
spur(CC') = spur(C'C) = > > e, (3.18)
i=1 j=1

3.3 Die Multiplikation von Matrizen
3.3.1 Die Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Gegeben sei eine Linearkombination vom n m-dimensionalen Vektoren x;, j =
...,

Y = u1X] + UgXgo + - -+ + UpXy, (3.19)
Die x; kénnen zu einer (m x n)-Matrix X zusammengefasst werden, und die
Uy, ..., U, konnen als Komponenten eines Vektors u aufgefasst werden. Fiir die
rechte Seite von (3.19) werde dann die Schreibweise Xu eingefiihrt, so dass

y = Xu =gef uix1 + upXo + - - + upXy (3.20)

resultiert. Das Produkt X u einer Matriz mit einem Vektor soll also einfach fiir
eine Linearkombination der Spaltenvektoren der Matrix stehen, wobei die Koeffi-
zienten u;, ¢ = 1,...,n der Spaltenvektoren durch die Komponenten des Vektors
u gegeben sind.

Gleichzeitig bietet die Schreibweise y = Xu eine weitere Interpretation an,
némlich die der Transformation des n-dimensionalen Vektors u in den m-dimen-
sionalen Vektor y, bzw. die einer Abbildung des Vektors b auf den Vektor y, und
dementsprechend kann man sagen, dass die Matrix X diese Transformation oder
Abbildung definiert:

X:iu—y. (3.21)
Auf diese Interpretation wird in Abschnitt 3.3.3 niher eingegangen.
Schreibt man die Linearkombination in (3.19) aus, so erhélt man

T11U1 + T12Uu2 + - - - + T1pUy

To1U1 + T22U2 + * -+ + T21Up
y=Xu= ) (3.22)

Tp1U1L + T2 + - - + TmpUn

Dass die rechte Seite in die Form

11 12 L1n

21 €22 T2n
y=u| . |tw| |+t

Tml Tm2 Tmn
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gebracht werden kann, sieht man leicht. Wichtig ist aber noch ein anderer Aspekt
von (3.22): die Zeilen auf der rechten Seite sind einerseits die Komponenten des
Vektors y, andererseits haben sie die die Form von Skalarprodukten. Fiir die i-te
Komponente y; von y hat man

Yi = Ti1U1 + TigU + -+ - + Tinly, (3.23)

d.h. y; ist gleich dem Skalarprodukt des i-ten Zeilenvektors von X mit dem Vektor
u. Bezeichnet man also den i-ten Zeilenvektor von X mit X;, so kann man fiir
y = Xu auch
5{1 -u
)~(2 -u
y = . (3.24)

Xm - U

schreiben (hier wurde von der Schreibweise X; - u statt von Xju Gebrauch ge-
macht, da diese voraussetzt, dass X; als Spaltenvektor aufgefasst wird, was zu
Konfusionen fiithren kénnte, da die X; ja schon als Zeilenvektoren eingefiihrt wur-
den). Bei der tatséchlichen Berechnung von y = Xu wird im Allgemeinen von
(3.24) Gebrauch gemacht. Diese Interpretation von X u erweist sich auch als niitz-
lich, wenn die Komponenten z;; und u; Abweichungen von Mittelwerten sind, da
die y; = X; - u dann zu Kovarianzen korrespondieren.

Man rechnet leicht nach, dass
(Xu) =udX' =y (3.25)

Hier wird eine Matrix M = X' von links mit einem Zeilenvektor u’ multipliziert,
und es entsteht offenbar ein Zeilenvektor, ndmlich y’. Nun war aber y eine Li-
nearkombination der Spalten von X, die die Zeilen von X’ sind. Dies legt nahe,
zu sagen, dass nach (3.25) der Zeilenvektor y’ eine Linearkombination der Zeilen-
vektoren von M (= X') ist. Dass diese Aussage tatsichlich generell gilt, wird im
Folgenden elaboriert.

Es sei also u ein m-dimensionaler Vektor, und es werden die Skalarprodukte
des Zeilenvektors u’ mit den Spaltenvektoren von X gebildet. Dann ist

m m m
/ /
z = ulX-= § UiTi1, E UiLi2y - e - s E UiZin
=1 i=1 i=1
= ul(.%'u,l'lg,...,xln) + ---+un(xm1,xm2,...,xmn) (3.26)

Das Produkt u'X liefert also tatséichlich einen Zeilenvektor. Zusammenfassend
hat man also:

1. Multiplikation von rechts: Wird eine Matrix X wvon rechts mit einem
Spaltenvektor u multipliziert, so entsteht ein Spaltenvektor y als Linear-
kombination der Spaltenvektoren x1,...,x, von X.
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Die Komponenten von y sind die Skalarprodukte der Zeilenvektoren von X
mit dem Vektor u.

2. Multiplikation von links Wird eine Matrix von links mit einem Zeilen-
vektor u’ multipliziert, so entsteht ein Zeilenvektor z’ als Linearkombination
der Zeilenvektoren von X.

Die Komponenten von z’ sind die Skalarprodukte des Zeilenvektors u’ mit
den Spaltenvektoren von X.

Skalierung von Vektoren Eine spezielle Transformation von Vektoren ist die
Skalierung ihrer Lénge. Diese kann durch die Multiplikation mit Diagonalmatri-
zen erreicht werden, die deswegen auch Skalierungsmatrizen (scaling matrices)
geannt werden (vergl. Seite 62). Dieser Sachverhalt kann anhand von (2 x 2)-
Diagonalmatrizen illustriert werden: es ist

A1 0 Tl T2 713 > < A1 A1z A1 )
Ax = = , 3.27
< 0 X > < To1 T2 o3 AoTo1  AoTaa  Aowo3 (3:27)
d.h. die Multiplikation einer (m x n)- Matrix X wvon links mit einer (m x m)-

Diagonalmatrix A bedeutet eine Skalierung der Léange der Zeilenvektoren von X.
Der i-te Zeilenvektor wird mit dem ¢-ten Diagonalelement von A skaliert.

Die Multiplikation von X won rechts mit einer Diagonalmatrix bedeutet die
Skalierung der Spaltenvektoren von X, wobei die Diagonalmatrix aber eine (n x
n)-Matrix sein muf:

A 0 O
( Tl Ti2 T13 > 01 N 0 | = < AMT11 A2T12 A313 ) (3.28)
To1 T2 T3 0 0 A A1T21  AaT22 3723 ’

Die Lénge des j-ten Spaltenvektors von X wird mit dem j-ten Diagonalelement
von A skaliert.

3.3.2 Der allgemeine Fall

Die Multiplikation einer Matrix mit einer Matrix ist einfach eine Verallgemeine-
rung der Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor. Es sei A eine (m x n)-
Matrix und B sei eine (n x r)-Matrix. Die Spalten von A seien die Vektoren
aj,as,...,a,, und die Spalten von B seien die Vektoren bi,bs,...,b,, so dass
man B in der Form B = [by, by, ..., b,] schreiben kann. Dann ist das Produkt
AB definiert durch

AB = [Abl,AbQ, e ,Abr} = [Cl,CQ, e ,CT] = C, (329)

wobei die Ab; = c; offenbar m-dimensionale Vektoren sind, d.h. C ist eine (mxr)-
Matrix. c¢; ist eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A, j =1,...,r,
und die Komponenten von b; sind die entsprechenden Koeffizienten.
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Nun sei a; die i-te Zeile bzw. der i-te Zeilenvektor von A. Dann ist
aiB = [aibl,aibg, . ,aibr] = (Cila Ci2yvnny CZ'T). (330)

vergl. Punkt 2, Seite 67. d.h. @; B ist der i-te Zeilenvektor von C' (in (3.30) wurde
nicht aB geschrieben, weil a; bereits als Zeilenvektor eingefiihrt wurde), und
die als Vektor aufgefasste Zeile (¢;1,¢o, ..., cir) ist eine Linearkombination der
Zeilenvektoren von B.

Die Elemente c;; von C sind Skalarprodukte der Zeilenvektoren von A mit
den Spaltenvektoren von B:

air a2 - Qip bir bz -+ biy
a1 a2 - A2y bor boa oo by
AB =

Aml Am2 **° (Amn bnl bn2 tee bm“
n n n

> ojmrabin Yoigayibiy e i aysby,

= : =C (3.31)

n n n

> j=1@mjibjn 375 g amjibja o 300 ambyr

Notwendige Voraussetzung fiir die Berechnung eines Produkts zweier Matrizen A
und B ist, dass die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl von Zeilen von
B ist.

Matrixmultiplikation und Linearkombinationen: Das Ergebnis sei noch
einmal zusammengefasst: Es sei C' = AB. Dann gilt

1. Die Spaltenvektoren von C sind Linearkombinationen der Spaltenvektoren
von A. Dies folgt aus den Betrachtungen zum Produkt y = Xu, Gleichung
(3.20), Seite 65.

2. Die Zeilenvektoren von C' sind Linearkombinationen der Zeilenvektoren von
B. Dies folgt aus den Betrachtungen zu (3.26), Seite 66.

Fiir die Matrixmultiplikation gelten die folgenden Aussagen, die sich aus den
beiden Regeln 1 und 2 herleiten lassen:

AB # BA (3.32)
(ABY = BA (3.33)
(AB)C = A(BC) (3.34)

(3.32) bedeutet, dass die Matrixmultiplikation nicht kommutativ ist, — die Mul-
tiplikation von Skalaren ist dagegen kommutativ: ab = ba, also 3 x 4 = 4 x 3.
Das Produkt AB bedeutet, dass die Spaltenvektoren der entstehenden Matrix C'
Linearkombinationen der Spalten von A sind, wiahrend BA bedeutet, dass die
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Spaltenvektoren der entstehenden Matrix D Linearkombinationen der Spalten-
vektoren von B sind, so dass im Allgemeinen AB # BA gilt. Dariiber hinaus
muf fiir die Bildung des Produkts AB die Anzahl der Spalten von A gleich der
Anzahl der Zeilen von B sein, und fiir BA muf} die Anzahl der Spalten von B
gleich der Anzahl der Zeilen von A sein, aber diese Korrespondenz von Spalten-
und Zeilenanzahlen muf} keineswegs gegeben sein.

Die Gleichung (3.33) ergibt sich ebenfalls aus den Punkten 1 und 2. Es sei C' =
AB; die Spalten von C' sind Linearkombinationen der Spalten von A, die Zeilen
von C' sind Linearkombinationen der Zeilen von B. Dann miissen die Spalten
von O’ Linearkombinationen der Spalten von B’ sein, und hieraus folgt sofort
(AB) = B'A".

Die Gleichung (3.34) bedeutet die Assoziativitdt der Matrixmultiplikation.
Der Ausdruck (AB)C bedeutet ja, dass das Produkt die Linearkombinationen
der Spalten von AB enthilt, und AB wiederum besteht aus den Linearkombina-
tionen der Spalten von A. Damit bestehen die Spalten von (AB)C letzlich aus

Linearkombinationen der Spalten von A. Aber genau dies wird mit dem Produkt
A(BC) ausgedriickt.

Zur Ubung mache man sich die Richtigkeit der Aussagen an einem kleinen
numerischen Beispiel klar.

Anmerkung: Die Definition des dyadischen Produkts (Def. 2.6, Seite 29) er-
gibt sich aus der fiir die Matrixmultiplikation, wenn man zu x eine Anzahl von
Nullvektoren 0 hinzufiigt und zu y’ eine entsprechende Zahl von Zeilenvektoren
0:

. (y1,92,v3) = 7 0 Y Y2 Y3\ _ [ %1 Tiy2 T1y3
T2 ) Y2, z2 0 0 0 0 Toyi Toys Toys

Es gibt spezielle Matrizen, die insbesondere in der multivariaten Statistik
gelegentlich vorkommen

Definition 3.1 FEs sei M eine quadratische Matriz. M heifit idempotent, wenn
MM = M? = M, (3.35)
d.h. das Produkt von M mit sich selbst liefert wieder M.

Im n#chsten Abschnitt wird ein Beispiel geliefert.

3.3.3 Transformationen und Abbildungen

Dieser Abschnitt enthélt einige grundsétzliche Betrachtungen iiber Produkte von
Matrizen und Vektoren, die einerseits das Verstindnis der Vektor- und Matrixre-
chung vertiefen, andererseits fiir das Verstdndnis der unmittelbaren Anwendung
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der Matrixrechung auf Fragen der multivariaten Statistik nicht unbedingt not-
wendig sind und deshalb iibersprungen werden kénnen.

Das Produkt Xu = v, X eine (m xn)-Matrix, u ein n-dimensionaler Vektor, v
ein m-dimensionaler Vektor kann als Abbildung f: u — v eines n-dimensionalen
Vektors auf einen m-dimensionalen Vektor verstanden werden, wobei die Abbil-
dung f durch die Matrix X definiert wird. Das Gleiche gilt fiir das Produkt
u'X = v/, wenn u ein m-dimensionaler und v ein n-dimensionaler Vektor ist.
Viele Sachverhalte der Vektor- und Matrixalgebra lassen sich sehr elegant als Ei-
genschaften von Abbildungen ausdriicken. In Abschnitt 4 werden Abbildungen
ausfiithrlicher diskutiert, hier werden nur einige wesentliche Aspekte vorgestellt.

Eine Abbildung f einer Menge M in eine Menge N ordnet jedem Element
aus M genau einem Element aus N zu:

f:M=N, z2—=y=f(x), zeM,,yeN (3.36)
Man schreibt gelegentlich auch
fM) =N. (3.37)

f(M) heiit das Bild von M in N, und M ist das Urbild von f(M). Man schreibt
auch Imf = N.

Eine spezielle Abbildung ist die Identitdt oder identische Abbildung

id(M) = M. (3.38)
Die Einheitsmatrix I,, der Spalten bzw. Zeilen aus den n-dimensionalen Einheits-
vektoren ey, . . ., e, bestehen, spezifiziert die identische Abbildung, denn sicherlich
gilt
IL,x=x, xeR" (3.39)
Fiir eine Teilmenge von Abbildungen existiert die inverse Abbildung f~1:
FM) =N, fTHfM) =M= fTHN). (3.40)

Wenn f durch eine Matrix M definiert ist, so bedeutet die Existenz der inversen
Abbildung f~! die Existenz einer inversen Matrix M~!. Es wird deutlich wer-
den, dass inverse Matrizen M ! fiir eine Matrix M nur fiir spezielle Matrizen
existieren.

Die Forderung, dass einem Element x € M nur ein Element y € N zugeordnet
wird schliefit nicht aus, das verschiedenen Elementen z,z’ € M der gleiche Wert
y € N zugeordnet werden kann. In diesem Fall kann von einem Element y € N/
nicht eindeutig auf das Element z € M mit f(z) = y zuriickgeschlossen werden.

Mit der Schreibweise f(M) ist nicht ein einzelnes Element gemeint, sondern
die Menge der Werte, die man erhélt, wenn man f fiir alle Werte aus X bestimmt,
also

fM) ={f(x),x € M}. (3.41)
Offenbar gilt f(M) C N.
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Definition 3.2 Es sei f: M — N. Dann ist f

1. injektiv, wenn aus z,2’ € M und f(x) = f(a') folgt, dass x = x’ (und damit
f(x) # f(2') = x #42'). Es kann f(M) C N gelten, d.h. f(M) kann eine echte
Teilmenge von N sein.

2. surjektiv, wenn f(M) =N, d.h. zu jedem y € N existiert ein x € M derart,
dass y = f(z). Es gilt f(M) =N

3. bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Es gilt f(M) = N.

4. Die Menge kernf = {x € M|f(x) = 0} heifst Kern der Abbildung f; man
schreibt fiir den Kern auch kernf = f~1(0).

5. Es sei f(M) =N, d.h. f(x) =y firx € M, y € N. Dann heifit f~(y) =
{zx e M|f(z) =y} die Faser iiber y e N.

Anmerkung: Die Schreibweise f~!(f) fiir den Kern einer Abbildung f ergibt
sich aus der in 4. gegebenen Definition: ist x € kernf, so gilt f(x) = 0. Aus der
Definition der Inversen folgt dann x = f~1(0). Die Definition des Kerns setzt wie
die Defintion der Faser offenbar voraus, dass die Inverse existiert. O

Beispiele: f : R — R, z — ax + b fiir a,b € R fest gewihlte Konstante. f ist
sicher injektiv, denn f(x) = f(2') impliziert ax + b = aa’ + b und damit x = a/,
wie man leicht nachrechnet. f ist auch surjektiv, denn fiir y = ax + b existiert
genau ein = = (y — b)/a derart, dass y = f(z). Da f sowohl injektiv wie surjektiv
ist, ist f auch bijektiv.

R bezeichnet die Menge der reellen Zahlen. Mit R x R = R? wird die Menge
der Paare (z,y), x,y, € R, bezeichnet, allgemein mit

Rm:Rxqu-x]}%

m—mal

Die Menge der m-tupel (z1,2,...,Zm), ; € R, d.h. der m-dimensionalen Vek-
toren. R™ ist dann die Menge der n-dimensionalen Vektoren, etc. Mit R"™" wird
die Menge der (m x n)-Matrizen bezeichnet. Alle diese Definitionen iibertragen
sich auf C, die Menge der komplexen Zahlen = + iy, x,y € R und i = /—1.

Die Schreibweise M € R™" bedeutet, dass M eine (m x n)-Matrix ist. Die
Schreibweise f: V;,, — V,, bedeutet dann, dass f eine Abbildung der m-dimension-
alen Vektoren in die Menge der n-dimensionalen Vektoren ist. Wenn V,, = R™,
V, = R™ kann man auch f:R"” — R" schreiben.

Da Mx =y mit x € V,,,, y € V,,, folgt, dass f durch eine Matrix M € R™"
definiert ist.

Definition 3.3 Fs seien V und W Vektorrdume und f:V — W sei eine Abbil-
dung von V ind W. f heifit linear bzw. homomorph, wenn

v+ pw) = Af(v) + pf (w) (3.42)
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fir \,p € R und fir alle v € V und w € W. Insbesondere heifit f isomorph,
wenn [ bijektiv ist; man sagt auch, f definiere einen Homomorphismus bzw.
Isomorphismus fiir f bijektiv. f definiert einen Endomorphismus, wenn V = W,
und einen Automorphismus, wenn f bijektiv ist und auflerdem V =W gilt.

Es sei M € R™™, M definiert eine lineare, also homomorphe Abbildung, denn
Mx = y erfiillt die Bedingungen einer linearen Abbildung. fiir m # n ist f
offenbar weder ein Endomorphismus noch ein Automorphismus.

Dem Begriff des Kerns in der allgemeinen Definition 3.2 von Abbildungen
entspricht fiir f € R™" der Nullvektor 0.

Satz 3.1 Es sei f(M) = N. Dann gilt

1. f ist surjektiv genau dann, wenn Im f =N

2. f ist injektiv genau dann, wenn kernf = {0}.

3. f sei injektiv und die Vektoren x, ..., x, € M seien linear unabhdngig. Dann
sind auch die Bilder f(x1),..., f(x,) linear unabhdingig.

Anmerkung: Die Schreibweise kernf = {6} bedeutet, dass kernf nur das eine
Element 0 enthélt. O

Beweis: = fiir 1. und 2. folgt sofort aus der Definition von injektiv und surjektiv.
Um < zu sehen, beztrachte man zwei Vektoren u,v.€ M mit u # v, aber
f(u) = f(v). Wegen der Linearitét von f folgt dann

fv) = f(u) = f(v—u) =0,

d.h. es gilt v —u € kernf.

Um 3. einzusehen sei angenommen, dass
Ap(x1) + - A f(xn) =0
gilt. Es wurde vorausgesetzt, dass f injektiv ist. Daraus folgt, dass

)\1x1+---)\nxn:6

gelten muf, denn Ayx; + - - - A\pX, ist ja das Urbild von f. Da die x1,...,x, als
linear unabhéngig vorausgesetzt wurden, mufl Ay = --- = A\, = 0 gelten, und
dann folgt sofort, dass auch die f(x;) linear unabhéngig sind. O

Definition 3.4 FEs sei f eine Abbildung f: R™ — R"™; dann heifst die Dimensio-
nalitit des Bildes Imf der Rang; man schreibt rg(f) = dim € f.

f sei durch eine Matrix A € R"™" definiert, so dass A: R™ — R" und x —
y = Ax. Dann ist f = A. eq,...,e,, ist die kanonische Basis von R™, d.h.
die n m-dimensionalen Spaltenvektoren von A konnen als Linearkombinationen
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Aeq, Aeo, ..., Ae, geschrieben werden. Dann ist das Bild der durch A definierten
Abbildung die lineare Hiille

ImA = L(Ae1, Aes, ..., Ae,).

Demnach wird ImA auch der Spaltenraum von A bezeichnet. Der Begriff des
Ranges einer Matrix A wird in Abschnitt 3.6 noch ausfiihrlich diskutiert.

Beispiel 3.2 Es sei f: R? — R*; fiir x € R? und y € R?* soll also f(x) = y
gelten; insbesondere sei f durch

r1 + 229
0
%m + x2
0

f(x) =

definiert. Gesucht ist die zu f gehorige Matrix M = A sowie der Kern von f.

Der Kern von f ist diejenige Menge von Vektoren x, fiir die f(x) = 0. Fiir
dies Komponenten dieser Vektoren x muf} also gelten

r1+2r2 = 0

1

— = 0

21’1 + f];2 9
d.h. 1 = —2z49. Der Kern ist dann

kern(f) = {(x1, 2, x3) |21 = =222} = {(—279, 72, 23)'}.

Es gilt
ailp a2 ais Y1
x1
a a a
Ax — 21 22 23 Lo _ Y2 —y.
a3l asz ass Y3
x3
41 Q42 Qa43 Ya

Es gibt also 12 Elemente a;;, die zu bestimmen sind, wobei allerdings nur be-
stimmte Relationen zwischen den Komponenten gegeben sind, die aus dem Spe-
zialfall Ax = 0 folgen. Wie die Diskussion linearer Gleichungssysteme zeigen wird,
1483t sich aus diesen Bedingungen keine eindeutige Losung fiir die a;; ableiten.

Andererseits ist das Bild von f eine Linearkombination der Spalten von A,
und damit folgt

T1 + 2x9 2 2 2
0 _r 0 01 _,=1 0
%x1+x2 2 1 t a2 1 7(2+w2) 1 |’
0 0 0 0

d.h. die Spalten von A haben die Form (2¢, 0, ¢,0)’ mit ¢ € R (Barrantes Campos
(2012), p. 231). O
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Wenn also eine Matrix M € R"™"™ eine Abbildung definiert, so kann man
fragen, ob sie injektiv, surjektiv oder bijektiv ist. Die Abbildung ist injektiv,
wenn aus Mx = u und Xy = v und u = v folgt, dass x = y ist, und aus
u # v folgt x # y. Die Frage nach der Injektivitdt ist also eine Frage nach
der Eindeutigkeit der Abbildung. M definiert eine surjektive Abbildung, wenn
fir jeden Vektor u € V,, eine Vektor x € V,, existiert derart, dass Mx = u,
d.h. die Frage nach der Surjektivitdt ist die Frage, ob durch M alle Elemente
von V,, bestimmt werden. M definiert eine bijektive Abbildung, wenn M eine
sowohl injektive wie auch surjektive Abbildung definiert. Dies ist die Frage, ob
eine surjektive Abbildung auch eindeutig ist. Offenbar hingen diese Eigenschaften
von der Struktur der Matrix M ab. Was mit dem Begriff der Struktur einer Matrix
genau gemeint ist, wird im Folgenden entwickelt.

Beispiel 3.3 Es sei

[t tiz2\ _ [ cos¢ —sing
r= ( a1 122 > N ( sing  cos¢ ) : (3.43)

T definiert eine Abbildung R? — R?:

Tx — < x1c95¢+x25in¢ ) — < c95¢ ) + 2 < sin ¢ > _ < Y1 > .
1 Sin¢ — xo cos ¢ sin ¢ —Ccos ¢ Y2
T definiert die Rotation eines Vektors x um einen Winkel ¢. Dadurch werden die
Elemente von R? auf Elemente von R? abgebildet, — y ist ja wieder ein Element
von R2. Die Abbildung ist sicher injektiv und surjektiv, also bijektiv und damit
umkehrbar, d.h. man kann einen Vektor y € R? wihlen und in "zuriickdrehen”,
so dass man wieder bei x landet. Die Abbildung bzw. Matrix, die diese inverse

Rotation bewirkt, wird mit 7! bezeichnet. Zu einer Matrix A inverse Matrizen
A~ existieren nicht notwendig, worauf in Abschnitt 3.8 zuriickgekommen wird.

O

3.4 Anwendung: Mittelwerte und Varianzen

Dieser Abschnitt illustriert die Anwendung des dyadischen Produkts und liefert
dabei Darstellungen von Varianz-Kovarianzmatrizen, die gelegentlich bei der Her-
leitung von Aussagen niitzlich sind.

Es sei X eine (m x n)-Matrix von Messwerten; X;; sei der Messwert beim
i-ten Fall fiir die j-te Variable. Gesucht sind die Mittelwerte und Varianzen fiir
einzelnen Variablen.

Der Mittelwert und die Varianz fiir die j-te Variable sind durch
- 1 ¢ R BT I NP
JJJ' = E ZXU, Sj = E Z(XU — 1,‘]') = % ZXU — l‘j (3.44)
=1 i=1 =1
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gegeben (fiir kleinere Stichproben sollte bei der Schétzung fiir sjz natiirlich durch
m — 1 geteilt werden, aber fiir die hier durchgefiihrten grundsétzlichen Betrach-
tungen ist diese Biaskorrektur nicht von Belang). Fiir die Kovarianz sj;, zweier
Variablen V; und V}, hat man

1 & ) . 1 & -
Sjk = E Zl(Xw — $j)(sz — $k) = E lez]xzk - xjajk, (345)
1= 1=
mit
Tjk = X]’ —Zj, T = Xik — Tk (346)

(3.270) enthélt den Ausdruck fiir s? als Spezialfall fiir j = k.

Es sei 1 ein m-dimensionaler Vektor, dess Komponenten alle gleich 1 seien.
Man rechnet leicht nach, dass

X =

X1=| . (3.47)

1
m

der n-dimensionale Vektor der Mittelwerte der n Variablen ist.

Varianz-Kovarianzmatrizen: Die Matrix der s;;, 1d8t sich in Matrixform dar-
stellen. Es sei x; der i-te Zeilenvektor der Matrix der Abweichungen X;; — z;.
Das dyadische Produkt von x; mit sich selbst ist

XiX; = (T,

wobeil (z;z;) die Matrix der Produkte der j-ten Komponente und der k-ten
Komponente von X; ist, d.h. das Produkt des zentrierten Messwerts der i-ten
Person fiir die j-te Variable mit dem zentrierten Messwert fiir die k-te Vartiable.
sji ist die Summe iiber alle Personen i. Summiert man die die dem dyadischen
Produkt entsprechenden Matrizen X;X, iiber alle i, erhélt man die Matrix aller
Kovarianzen sy

1 . 1 - B
5= D XX = m D (X — 25) (Xar — 23)' (3.48)
=1 i=1
bzw. . X
S:*X/X—:T(i/:*(X'X—X’ﬁ"X), (3.49)
m m

Dies ist eine allgemeine und oft niitzliche Schreibweise fiir eine Varianz-Kovarianzma-
trix, s. aber auch (3.53) weiter unten.

Die Zentrierungsmatrix:. Es sei

1
H=1I-—1T. (3.50)
m
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H heifit Zentrierungsmatriz. H ist offenbar symmetrisch und idempotent, denn

1 1 =
H=1I--11"=I-(=11Y=1--—-11"=4H, 3.51
(1= 0Ty =1 = (0T =1 (351)
und
, 1 -y 1 -
HH = H =(I-—11")(I-—11")
m m
1 - 1 oo
= JT— =TI - =111+ —211’11’
m m m
1 -
= - —I11"=H, (3.52)
m
denn
1 = 11D = m11

Die Idempotenz von H erweist sich u.a. als niitzlich, wenn KEigenschaften von
Varianz-Kovarianzmatrizen betrachtet werden, s. etwa Abschnitt 3.9.5.

Die Varianz-Kovarianzmatrix S 1463t sich nun in der Form

1
S=—X'HX (3.53)
m
schreiben. Die iibliche Biaskorrektur fiir die Varianz-Kovarianzschéitzungen erhélt
man, indem man diese Gleichung mit m/(m — 1) multipliziert:
m 1

S — = X'HX. 54
S m—lS T (3.54)

Fiir die Stichprobenkorrelation r;; gilt

Sjk
= —, 3.55
Tjk 515K ( )
Es sei
s1 0 0 O
0 s 0 O
D=
0O 0 0 s,

Fiir die Matrix der Korrelationen bzw. der Kovarianzen erhalt man dann

R=D'SD™', S=DRD. (3.56)

3.5 Matrizen und Vektorriaume

Dieser Abschnitt liefert eine Illustration des allgemeinen Begriffs eines Vektor-
raums (Abschnitt 8.3) und kann, wenn daran kein Interesse besteht, iibersprungen
werden.
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In Abschnitt 2.4.1 wurde der allgemeine Begriff eines Vektorraums eingefiihrt.
In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass die Menge der (m X n)-Matrizen einen
Vektorraum bildet, — eine Matrix ist also ein ’Vektor’ in dem Sinne, in dem die
Elemente eines Vektorraums als Vektoren bezeichnet werden. Der Definition 8.4
auf Seite 226 entnimmt man, wenn man fiir v eine (m x n)-Matrix A einsetzt und
die Regeln fiir die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar und die Addition
von Matrizen beriicksichtigt, die Menge der (m x n)-Matrizen einen Vektorraum
iiber einem Korper K bilden. Genauer wird diese Aussage in der folgenden Weise
ausgedriickt:

Es sei K ein Korper (hier K = R oder K = C), und m,n € N, d.h. m und n
sind natiirliche Zahlen. Dann definiert

Kmxn:{ajkvjzlv'--ym’k:]-a"'?n|a’jkGK} (357)

die Menge der Menge der (m x n)-Matrizen. Sind A und B zwei Matrizen aus
K™*" " 5o ist deren Summe wie in (3.13) durch

A+B:(ajk+bjk)7 J=¢....mk=1...,n

erklart und fiir A € Kist AA = (Aa;j) erklart. Damit ist ein Vektorraum (K, +,-)
erklért.

Das neutrale Element des Vektorraums ist durch Ok, also der Null des Korpers
K definiert, und das in Bezug auf '+’ inverse Element zu A ist —A = (—ajz).

Fiir jeden Vektorraum existiert eine Basis, und die Frage ist nun, wie im
vorliegenden Fall eine Basis definiert werden kann. Dazu kann man die (m X n)-
Matrizen Ejj definieren: die Elemente dieser Matrizen sind alle gleich Null bis
auf das Element in der j-ten Zeile und k-ten Spalte, das gleich 1 ist:

o 0, uFjVuF£E
Ejk = (euw); euv—{ 1w gAv =k (3.58)

wobei V fiir das einschliefende ’Oder’ steht (pV ¢ ist wahr, wenn entweder p oder
g wahr ist, oder sowohl p wie ¢ wahr sind), und A steht fiir die Konjunktion "und’
(p A q ist wahr nur dann, wenn sowohl p wie auch ¢ wahr sind). Man weist leicht
nach, dass die Ej; linear unabhéngig sind (analog zum Nachweis der linearen
Unabhingigkeit der Einheitsvektoren e;). Eine gegebene Matrix A € K™*™ ist
dann als Linearkombination dieser Matrizen darstellbar:

A= Z ajkEjk. (359)

1 k=1

m n
j=

Es gibt m-n Matrizen Eji, so dass die Dimension des Matrizenraums gleich m - n
ist.
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3.6 Der Rang einer Matrix

Auf Seite 49 ist der Begriff des Ranges eines Vektorraums bzw. eines Teilraums
eines Vektorraums eingefiihrt worden. Es sei nun X = [x1,...,Xy,] eine (m X n)-
Matrix. Die lineare Hiille £, = £(x1,...,X,) ist ein Vektorraum und habe den
Rang s, d.h. die als Linearkombinationen der Spaltenvektoren x; erzeugten Vek-
toren seien als Linearkombinationen von s linear unabhéngigen, m-dimensionalen
Vektoren uy, ..., us darstellbar, die zu einer Matrix U = [uy, ..., us] zusammen-
fasst werden konnen. Die uy, ..., us bilden eine Basis fiir £;. Es gibt beliebig viele
Basen fiir L, und uy, ..., u, kann beliebig gew#hlt werden.

Die Zeilenvektoren von X sind die n-dimensionalen Spaltenvektoren X1, ..., X,
von X'. Die lineare Hiille £, = £(X1,...,X;,) habe den Rang r < m, d.h. die x;
seien als Linearkombinationen von r linear unabhéngigen Vektoren vy, ..., v, dar-
stellbar, die zu einer Matrix V' = [vy,...,v,] zusammengefasst werden kénnen.
vi,...,V, ist ebenfalls eine beliebig gewihlte Basis fiir £,. s heifit Spaltenrang
von X, und r ist der Zeilenrang von X. Man beachte, dass die Spaltenvektoren
von X m-dimensional, die Zeilenvektoren von X aber n-dimensional sind, d.h. die
Zeilen- und Spaltenvektoren sind Elemente aus Vektorrdumen mit verschiedener
Dimensionalitét.

Die Darstellungen der Spaltenvektoren x; von X und und der Spaltenvektoren
x; von X' sind nicht unabhéngig von einander. So sei X = UA’, U = [uy,...,us],
und A’ die Matrix der Koeffizienten: der Spaltenvektor a; von A’ ist der Koeffi-
zientenvektor fiir x;: x; = Ua;. Dann folgt aber X’ = AU’, d.h. die Spaltenvek-
toren x; sind Linearkombinationen der Spaltenvektoren von A, und U’ ist nun
die Koeffizientenmatrix. A ist eine (n x s)-Matrix. Dem obigen Ansatz zufolge
soll aber X’ = V B’ gelten, wobei B’ die zugehorige Matrix der Koeffizienten fiir
die vi,..., v, ist. Man konnte nun einfach folgern, dass die oben angenommene
Matrix V gleich der Matrix A ist und B = U’ gilt, und dass somit r = s gilt, aber
diese Gleichsetzung setzt voraus, dass die Spaltenvektoren von A linear unab-
héngig sind. Diese Eigenschaft muf} allerdings noch nachgewiesen werden. Dieser
Nachweis wird im Beweis des folgenden Satzes geliefert.

Satz 3.2 Es sei X eine (m x n)-Matriz mit dem Zeilenrang r und dem Spalten-
rang s. Dann gilt
r=Ss (360)

d.h. der Zeilenrang ist stets gleich dem Spaltenrang, sowie
X =0V (3.61)
wobei U € R™" und V € R™" Matrizen mit dem Rang r sind. Weiter gilt

r < min(m,n) (3.62)
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Beweis: X besteht aus den n m-dimensionalen Spaltenvektoren x1, ..., X, bzw.

aus den m n-dimensionalen Zeilenvektoren X}, ..., %] :
S/
X3
X5
X:[Xl,XQ,.-.,Xn}: .
S/
Xm

Die Spaltenvektoren x; konnen als Linearkombinationen von s linear unabhingi-

gen m-dimensionalen Vektoren uy,...,us angeschrieben werden. Fasst man die
ug, k=1,...,s zu einer Matrix U = [uy, ..., us] zusammen, so erhélt man
X =[x1,...,%x,] =UA’, (3.63)

wobei A’ die zu U gehérende (s x n)-Matrix der Koeffizenten ist (s. Satz 2.1
iiber die Eindeutigkeit der Koeffizienten bei linear unabhéngigen u;, Seite 32):
die Spaltenvektoren a; = (aij,...,as;)’ von A’ erzeugen x; geméis

Xj = ajjuy + -+ agjus = Uaj

Die Spaltenvektoren X; von X’ (also die Zeilenvektoren von X) kénnen als
Linearkombinationen von r linear unabhéngigen Spaltenvektoren vq,...,v, dar-
gestellt werden, wobei die v, 1 < k < r zunéichst beliebig gewihlt werden kénnen
unter der Einschrankung, dass sie linear unabhéingig sind. Fasst man sie zu einer
Matrix V zusammen, so erhilt man

X' =[x1,...,%Xm| =VB, (3.64)

und B’ ist die zu V korrespondierende Koeffizientenmatrix, analog zu A’ in (3.63),
und
T; = blz‘Vl +- birvr = Vb’b

Da U in (3.63) s Spalten hat, mu A’ s Zeilen haben. Die Zeilenvektoren von X
koénnen aber auch als Linearkombinationen der Zeilenvektoren von A’ aufgefasst
werden (vergl. Punkt 2, Seite 68). Dann folgt, dass der Zeilenrang r von X nicht
grofer als s sein kann (es gibt eben nur s Zeilen in A’), d.h. es mufl r» < s gelten.

Umgekehrt folgt aus (3.64), dass die Zeilenvektoren von X’ (also die Spal-
tenvektoren von X) auch als Linearkombinationen der Zeilenvektoren von B’
dargestellt werden kénnen. Da V' nach Voraussetzung r Spalten hat, mufl B’ r
Zeilen haben. Daraus folgt, dass der Zeilenrang s (d.h. der Spaltenrang von X)
von X' nicht grofler als r sein kann (es gibt eben nur r Zeilen in B’), d.h. es muf3
s < r gelten. Beide Ergebnisse zusammen liefern

r<sAs<r=r=s,
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wie behauptet!®.

Nach (3.63) gilt X = UA’, und nach (3.64) gilt X’ = VB’ also X = BV'. U
und B haben notwendig denselben Rang r; B reprisentiert moglicherweise eine
von U verschiedene Basis von Ls. Da U und B beliebig gewihlt werden kénnen,
kann man insbesondere B = U wihlen. Man hat dann X = UA’ = UV’, und da
die Linearkombinationen fiir die x; eindeutig sind (Satz 2.1, Seite 32), wenn die
Spaltenvektoren von U linear unabhéngig sind, hat man mit der Wahl von U auch
die von A festgelegt, denn es mufl nun A" = V'’ gelten, womit nachgewiesen ist,
dass X als Produkt UV’ zweier Matrizen mit gleichem Rang dargestellt werden
kann.

U und V haben wegen r = s jeweils r linear unabhéingige Spaltenvektoren. Es
sei m > n. Da der Rang von X gleich der Maximalzahl der linear unabhéngigen
Vektoren von L(xi,...,Xy) und von L(X;,...,Xy) ist, folgt 7 < n. Analog folgt
fiir m < n, dass r < m sein muf}. Zusammengefait ergibt sich die Aussage

r < min(m,n).

also (3.66). O

Anmerkungen:

1. U ist eine (m x r)-Matrix und V' ist eine (n x r)-Matrix; beide Matrizen haben
r Spalten, die die latenten Variablen reprisentieren.

2. Fiir r = min(m, n) sagt man, X habe den vollen Rang.

3. Aus dem Beweis zu Satz 3.2 ergibt sich, dass sich jede (m x n)-Matrix X als
Produkt der Form (3.61) darstellen lafit.

4. Die in Abschnitt 3.9.8 eingefiihrte Singularwertzerlegung von X ist ein Spezi-
alfall von (3.61), der vielen faktorenanalytischen Ansétzen zur Interpretation von
Datenmatrizen zugrunde liegt. (Il

Folgerungen:
1. Aus (3.61) folgen sofort die Aussagen

rg(X'X) = rg(XX') = rg(X), (3.65)

denn X'X = V'U'UV = V'C, C = U'UV, d.h. die Spalten von X’X sind Li-
nearkombinationen der r linear unabhéngigen n-dimensionalen Spaltenvektoren
von V', und XX’ = UVV'U = UD, D = VV'U, und die Spalten von XX’
sind Linearkombinationen der r linear unabhéngigen m-dimensionalen Spalten-
vektoren von U. In Abschnitt 3.9.8, Seite 7?7 (Satz ?77) wird ein weiterer Beweis
dieser Aussage gegeben. Die Aussagen (3.65) sind fiir die multivariate Statistik
von Bedeutung: bei geeigneter Zentrierung entsprechen den Matrizen X’'X bzw
X X’ Kovarianz- bzw. Korrelationsmatrizen, die demnach denselben Rang wie die
Datenmatrix haben.

¥ Das Zeichen A steht fiir 'und’.
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2. Es sei m > n. Da der Rang von X gleich der Maximalzahl der linear unabhén-
gigen Vektoren von £(x1,...,X,) und von L£(X;,...,X,,) ist, folgt » < n. Analog
folgt fiir m < n, dass r < m sein mufl. Zusammengefafit ergibt sich die Aussage

r < min(m, n). (3.66)

Fiir 7 = min(m, n) sagt man, X habe den vollen Rang.

Da stets der Zeilen- gleich dem Spaltenrang einer Matrix ist, geniigt es, nur
vom Rang einer Matrix zu sprechen:

Definition 3.5 FEs seir die Maximalzahl der linear unabhdngigen Spalten- bzw.
Zeilenvektoren einer Matrix X. Dann heifst v der Rang der Matrix X .

Anmerkung: Ein alternativer Beweis macht von den in Abschnitt 2.4.2, Seite 56,
eingefiihrten elementaren Umformungen Gebrauch. Sie lassen sich auf die Matrix
X anwenden und transformieren X in eine Matrix E, deren Zeilen und Spalten
nur aus Nullen besteht mit Ausnahme der ersten r Elemente ¢;;, i = 1,...,7; da
die elementaren Umordnungen den Rang von X nicht verdndern, ist der Rang
von X gleich dem Rang von E, und F enthilt r linear unabhéngige Zeilen- und
r linear unabhéngige Spaltenvektoren, d.h. der Zeilen- und Spaltenrang von X
muf} identisch sein.

Es sei X eine (m x n)-Matrix mit dem unbekannten Rang rg(X) = r <
min(m,n). Die Frage ist nun, wie der Wert von r bestimmt werden kann. Dazu
kann man Umformungen der Zeilen bzw. Spalten von X Gebrauch machen, die
einerseits den Rang der Matrix nicht verdndern, die die Matrix X in eine Form X
bringen, von der der Rang sofort abgelesen werden kann. Die letzten m —r Zeilen
von X7 enthalten nur Nullen, und in den ersten r Zeilen enthalten alle Zellen bis
zur Zahl e (das sogenannte Pivot-Element) nur Nullen, und anschlieflend durch
x gekennzeichnete Zahlen ungleich Null:

0 -+ 0 e * x * * % x * *
O --- 00 0 e % *x *x x * *
O -« 00 0 0 e *x x x * *
O --- 00 0 00 0 e = * *
Xr=1 : SR IR : (3.67)

0 --- 0 0 00 0 0 e -« % - x
0 0 0 0 00 0 O 0

0 000 0O0OO O 0 0

Aus dem Beweis von Satz 3.2 folgt, dass eine beliebige (m x n)-Matrix X vom
Rang r stets in der Form
X =0V (3.68)
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reprisentiert werden kann, wobei U eine (m x r)-Matrix und V eine (r x n)-
Matrix ist, und U und V haben den Rang r. Denn wenn die Spaltenvektoren von
X Linearkombinationen der Spaltenvektoren von U, so enthélt V' die notwendigen
Koeffizienten. Die Zeilenvektoren von X sind dann aber Linearkombinationen der
Zeilenvektoren von V', und der Rang von V' muf} ebenfalls gleich r sein: der Rang
von V kann nicht grofler als r sein, allenfalls kleiner, aber da der Zeilenrang von
X ebenfalls gleich r ist, folgt, dass V' den Rang r, denn wire der Rang kleiner
als r, so wire der Zeilenrang von X kleiner als r, was nicht moglich. In analoger
Weise folgt, dass der Rang von U gleich r sein mufl;, wenn V' den Rang r hat.
Die Reprisentation (3.68) erweist sich als grundlegend fiir viele Verfahren der
multivariaten Statistik.

Satz 3.3 Es sei A eine (m x n)-Matriz, B sei eine (n x p)-Matriz. Dann ist das
Produkt C = AB eine (m x p)-Matriz. Der Rang von C ist kleiner oder gleich
dem kleineren der Ringe von A und B, d.h.

rg(C) < min[rg(A), rg(B)]. (3.69)

Beweis: A habe den Rang s. Die Spaltenvektoren von C' sind Linearkombina-
tionen der Spaltenvektoren von A, d.h. C C L(A) = L(a1,...,as), a1,...,as
eine Basis der linearen Hiille £(A) von A, so dass C' hochstens den Spaltenrang
s hat. Die Matrix B habe den Rang r, und die Zeilenvektoren von C sind Line-
arkombinationen der Zeilenvektoren von B, so dass C' C L(B’) = L(by,...,b;),
by,...,b, eine Basis von L£(B’), so dass C hochstens den Rang r haben kann.
Es sei r < s; dann hat C hochstens den Rang 7, denn nach Satz 3.60 sind dann
auch die Spaltenvektoren von C' als Linearkombinationen von maximal r linear
unabhéngigen Vektoren darstellbar. Sei umgekehrt s < r; analog zur vorange-
gehenden Argumentation ist dann ist der Rang von C hochstens gleich s, d.h.
1g(C) < min(rg(A), rg(B)). 0

Satz 3.4 Es sei x ein m-dimensionaler Vektor und y sei ein n-dimensionaler
Vektor. Dann hat das dyadische Produkt xy den Rang 1.

Beweis: Es geniigt, die Spalten der Matrix xy’ zu betrachten. Die j-te und die
k-te Spalte sind durch

Z1Yj T1Yk
T2Yj Y2Yk

. = Yj5X, . = YrX
ImYj ITmYk

gegeben. Die Spaltenvektoren sind also alle parallel zueinander. Mithin hat xy’
den Rang 1. O
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3.7 Determinanten
3.7.1 Die Definition der Determinante
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten x1 und xs:

a1171 + a2 = Y1 (3.70)

a1T1 + a2T2 = Y2 3.71)

Lost man (3.70) nach x9 auf und substituiert den resultierenden Ausdruck in
(3.71), so findet man einen Ausdruck fiir z;; setzt man diesen in (3.70) ein, so
erhilt man eine Losung fiir 1. Man findet

v = a22y1 — ai12y2 (3'72)

ai11a22 — 412021
ailys — a21y1
Ty = Y Y (3.73)
aj11a22 — 412021

Der Nenner hat in beiden Ausdriicke dieselbe Form; er ist die Determinante der
Koeffizientenmatrix A. Man schreibt

ailp  ai2

|A] = det(A) =
a1 a2

= a11a922 — a120a21. (374)

Die ersten drei Ausdriicke |A| und det(A) sind dquivalente Bezeichnungen fiir
die Determinante von A. Wie die rechte Seite zeigt, ist |A| durch die Differenz
der Produkte der Elemente in der Hauptdiagonalen (a11,a22) und dem Produkt
der Elemente in der Nebendiagonalen (aj2,a21) gegeben. Die Determinante ist
zunéchst nur eine Schreibweise fiir den Nenner der Losungen fiir ein Gleichungs-
system mit zwei Unbekannten.

Offenbar ist |A| gleich dem Flécheninhalt des durch die Vektoren a; und as
definierten Parallelogramms, vergl. Abbildung 6. Der Flicheninhalt ist gleich dem
Inhalt des Rechtecks mit den Seitenldngen aq1 + a12 und a9 + age, minus den
Inhalten der in Abb. 6 erklirten Dreiecke und Rechtecke, wie man nur Nach-
rechnen bestétigt. Man vergleiche diese Abbildung mit Abb. 15 auf Seite 219
und setze a; = X, as = y; ein alternativer Ausdruck fiir den Flidcheninhalt ist
dann F = ||aj||||az]| sin ¢, wobei ¢ der von a; und ag definierte Winkel ist. Die
Beziehung zwischen Determinante und Volumen verallgemeinert sich auf (n x n)-
Matrizen: Die Determinante ist gleich dem Volumen des durch die Spaltenvekto-
ren aufgespannten Parallelepipeds.

Es liegt nahe, auch die Zéhler in (3.72) und (3.73) als Determinanten aus-
zudriicken, wenn man nur die zugehorigen Matrizen geeignet definiert. Definiert

A = < yroan > , (3.75)

Y2 G22

man
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Abbildung 6: Zum Flicheninhalt (Determinante) F' = aj1a22 — aj2a21 des durch
die Vektoren a; und as definierten Parallelogramms

ay an

ax

und berechnet die Determinante |A;| wie die von |A|, so erhélt man

|A1| = a2ey1 — a12ys. (3.76)

Dies ist der Zéhler in der Losung fiir z;. Fiir

Ay = < @Y > (3.77)

a1 Y2

findet man
[A2| = a11y2 — a21y1, (3.78)

und dies ist der Zdhler in der Losung fiir 9. Man kann die Lésungen (3.72) und
(3.73) dann in der Form

ol Al
Al | A

schreiben. Der Vorzug dieser Schreibweise ist, dass sie die Systematik, nach der
die Losungen gefunden werden kann, angibt, insbesondere, wenn sie sich allge-
mein fiir Gleichungssysteme mit n Unbekannten ergibt, d.h. wenn man allgemein
Determinanten fiir (n x n)-Matrizen definieren kann. Das kann man, und die Lo-
sungen (3.79) sind ein Beispiel fiir die Cramersche Regel'®. Die Matrix A; ergab
sich, indem der erste Spaltenvektor von A durch den Vektor y ersetzt wurde,
und As ergab sich, indem der zweite Spaltenvektor durch y ersetzt wurde. Die-
se Regel gilt allgemein: in einem System mit n Unbekannten findet man fiir die
Unbekannte x;

(3.79)

Ay
ARV

16Nach Gabriel Cramer (1704 — 1752), Genfer Mathematiker, der diese Regel zum ersten Mal
herleitete.
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wobei aber die Matrizen A; und A (n x n)-Matrizen sind und A; aus A entsteht,
indem man den j-ten Spaltenvektor von A durch den (nun n-dimensionalen)
Vektor y ersetzt.

Um die Cramersche Regel konkret anwenden zu kénnen, mufl ein Ausdruck
fiir die Determinante einer allgemeinen (n x n)-Matrix gefunden werden. Eine
Moglichkeit ist, ein Gleichungssystem mit drei Unbekannten zu l6sen; im Nenner
der Losungen fiir 1,z und x3 sollte dann ein Ausdruck auftreten, der fiir die
drei Losungen identisch ist und sich aus den Elementen der Koeffizientenmatrix
A zusammensetzt. Das soll hier nicht im Detail durchgefiihrt werden, aber die Lo-
sung fiir |A| (und damit implizit auch die fir |A;|, |A2| und |A3|) kann angegeben
werden:

ail a2 ai3
a1 a2 a23 | = —a21
az1 asz2 as3

ailp ai2
as;p as2

ail as
azy ass

@12 Q13

3.80
az2 Q33 ( )

+a9g2 —a23

(vergl. Satz 3.7). Die Regel, nach der hier |A| berechnet wurde, ist leicht zu se-
hen. Die zweite Zeile von A enthilt die Elemente as1,ase und as3. Im ersten
Summanden auf der rechten Seite taucht as; als Faktor der Determinante einer
(2 x 2)-Matrix auf; diese Matrix entsteht, indem man in der Matrix A die zwei-
te Zeile und die erste Spalte streicht. Der zweite Summand hat den Faktor ass
der Determinante einer Matrix, die aus A entsteht, wenn man wieder die zwei-
te Zeile, jetzt aber die zweite Spalte streicht. Der dritte Faktor ist a3, und die
Determinante ist die der Matrix, die entsteht, wenn man wiederum die zweite
Zeile, jetzt aber die dritte Spalte aus A streicht. Wie man die Determinante einer
(2 x 2)-Matrix berechnet, ist ja bereits bekannt. Es bleibt noch zu kléren, wie die
Vorzeichen zu finden sind. Der Vorzeichen fiir den Faktor a;; ist (—1)", fiir ag
findet man also (—1)3 = —1, fiir agy findet man (—1)* = 41, und fiir as3 erhélt
man (—1)° = —1. Man sagt, die Determinante ist nach der zweiten Zeile von
A entwickelt worden. Das Ergebnis ist numerisch identisch, wenn man sie nach
der ersten oder der dritten Zeile entwickelt. Die Determinanten in (3.80) heiflen
Kofaktoren der Faktoren ao1,age und ae3. Berechnet man die Determinante fiir
eine (n X n)-Matrix, so geht man analog vor: man wéhlt eine Zeile, bestimmt die
Vorzeichen nach Mafigabe der Indices in der Zeile, und berechnet die Kofaktoren
als Determinanten fiir (n — 1 x n — 1)-Matrizen, und diese wiederum werden auf
Determinanten von (ng X ng)-Matrizen zuriickgefiihrt. Dass Determinanten tat-
séchlich auf diese Weise berechnet werden kénnen, kann man herausfinden, indem
man entsprechende Gleichungssysteme analysiert. Es sei noch angemerkt, dass
sich Determinanten auch als Mafle fiir das Volumen des Parallelepipeds ergeben,
dass durch die Spaltenvektoren von A aufgespannt wird; auf diese Weise gelangt
auch die Determinante |X| der Varianz-Kovarianzmatrix einer n-dimensionalen
Normalverteilung in den Normierungsfaktor dieser Verteilung.

Der allgemeine Begriff der Determinante wird nach Weierstra'” axiomatisch

1"Karl Weierstra8 (1815 — 1897), Mathematiker
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eingefithrt. Dazu wird zunéchst noch einmal festgestellt, dass die Determinante
det(A) einer Matrix A eine relle Zahl ist. Weiter seien aj,as,...,a, die Zeilen-
vektoren von A, so dass

al

ag

A pu—

a,

Dann

Definition 3.6 Die Determinante einer n X n-Matriz A mit den Zeilenvektoren
ai, ay,...,a, ist eine Abbildung A — det(A) € R mit den Eigenschaften

1. det(A) ist linear in jeder Zeile,

(a) d.h. gilt fir eini, 1 <i<n a = a,+a], soist
det a,z = det a; + det a:;’ . (3.81)
(b) Ist a; = A, so ist
det| @ [=2] (3.82)

An den mit Punkten bezeichneten Stellen stehen die Vektoren
ai,...,Q—1,it1,-...,0n.

2. det ist alternierend, dh hat A zwei gleiche Zeilen, so ist det(A) = 0.

3. det ist normiert, dh det(1,) =1, I,, die n X n-FEinheitsmatriz.

3.7.2 Eigenschaften der Determinante

Satz 3.5 FEs sei A eine n X n-Matrix. Dann gelten die folgenden Aussagen:

Al Es sei XA € R; dann ist det(AA) = A" det(A).
A2 Fir (mindestens) ein i gelte a; = 0. Dann folgt det(A) = 0.

A8 Die Matrix B entstehe aus der Matriz A durch Vertauschung der Zeilen a;
und a;. Dann folgt det(B) = — det(A).
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A4 Die Matrix B entstehe aus der Matriz A, indem der Zeilenvektor a; durch
a; + \a; ersetzt wird, wobei i # j. Dann ist det(B) = det(A).

A5 A sei eine obere Dreiecksmatrix, d.h. es sei

Dann ist det(A) = A\Ag -+ A\p.

A1

Aln

A2

(3.83)

A6 det(A) =0 genau dann, wenn der Rang r von A kleiner als n ist. A und B

seien beide n x n-Matrizen. Dann gilt det(AB) = det(A) det(B).
A7 Es ist det(A’) = det(A) und det(A™1) = det(A)~L, wenn r = n.

Beweis: [Al] folgt sofort aus (3.82), denn AA bedeutet ja. dass jede Zeile (und
damit jedes Element) von A mit A\ multipliziert wird. [A2] folgt wiederum aus
(3.82), denn es sei a; = 0; dann kann man dafiir Aa; = A0 mit A = 0 schreiben. Um
[A3] einzusehen, erinnere man sich an Punkt 2: hat eine Matrix zwei identische
Zeilen, so ist die Determinante der Matrix gleich Null, d.h.

aj
a; + aj
0 = det : 1 det
a; + a;
an
ai aj
a; a;
i det : + det :
a; a;
a, a,
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a; +a;

an

aj
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al al

a; a;

L et © | 4det| : | =0,
a; a;
an an

woraus [A3] folgt (die Zahlen iiber den Gleichheitszeichen geben die Annahmen
bzw Axiome an). Fiir [A5] schlieBlich hat man

ap al ap
ai
a;
ba; + baj 1 ba; 9 ba;
det ) = det . + Adet : = det . +X0=0
a; a; a'j a;
a, a, An a,

0

Satz 3.6 Sind die Zeilen von A linear abhingig, so ist det(A) = 0, d.h. die
Determinante einer Matrixz ist nur dann ungleich Null, wenn die Matriz vollen
Rang hat.

Beweis: Sind die Zeilenvektoren von A linear abhéngig, so gilt > j Ajaj =0 und
nicht alle A; sind gleich Null. Es sei A; # 0, was man durch Umordnen der Zeilen
stets erreichen kann. Dann gilt

n
NN,
ML
j=2 "1

und

=2 oA/ M)a; "y ai ),
A| = det(A) = det : (:)—Z)\—Jdet | 2o

a, J=2 a,

Definition 3.7 Es sei A;j die Matriz, die durch Streichen der i-ten Zeile und der
j-ten Spalte aus A entsteht. Dann heifst a;; = (—1)"7|A;;| der (i, j)-te Kofaktor
von A. Die Matriz A* = (a;;) heifit die zu A adjungierte Matrix.
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Es gelt der

Satz 3.7 (Laplacescher Entwicklungssatz) Es gelten die Beziehungen
n
i=1
n
= Zaijdij (3.85)
j=1

wobei (3.84) die Entwicklung nach der j-ten Spalte und (3.85) die Entwicklung
nach der i-ten Zeile darstellt.

Beweis: Illustration fiir den Fall n = 3 s. (3.80). O
Als direkte Folge des Laplaceschen Entwicklungssatzes 3.7 gilt

Al 0 - 0
N 0 |4 - 0

AAY == . (3.86)
0 0 - |A

Diese Beziehung fiihrt auf den Begriff der Inversen einer Matrix (vergl. (3.90) im
folgenden Abschnitt).

3.8 Die Inverse einer (n x n)-Matrix

Fiir 0 # = € R existiert eine zu  inverse Zahl z~! derart, dass z-2~! = 27tz = 1.
Natiirlich ist 7! = 1/x, weshalb auch = # 0 vorausgesetzt werden muf: fiir z = 0
ist 1/ ja nicht definiert.

Die Einfiihrung einer zu einer gegebenen Matrix A inversen Matrix A~! er-
weist sich ebenfalls als niitzlich, wobei aber nicht einfach A=! = 1/A gesetzt
werden kann, — ein solcher Ausdruck macht keinen Sinn. Es zeigt sich auch, dass
nicht fiir jede Matrix eine inverse Matrix, die analog zur inversen reellen Zahl
r~tdefiniert ist (7! -z =z - 27! = 1) definierbar ist:

Definition 3.8 Es seien A und B (n x n)-Matrizen derart, dass
BA=AB=1. (3.87)
Dann heifst B die zu A inverse Matrix; man schreibt

B=A"1 (3.88)

Es gilt der
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Satz 3.8 Es sei B= A"'; dann ist A quadratisch. Die Inverse A~ existiert fiir
die eine (n x n)-Matriz A genau dann, wenn A den Rang n hat, d.h. wenn die
Zeilen- bzw. Spaltenvektoren von A linear unabhdngig sind.

Beweis: Es sei A eine (m x n)-Matrix und es existiere A~!. Dann mufl A~! eine
(n x m)-Matrix sein, damit A='A = I eine (n x n)-Matrix ist. Dann ist aber
AA~L eine (m x m)-Matrix, und da nach (3.87) A~1A = AA~! gelten soll, folgt
m=n.

Weiter sei A eine (n x n)-Matrix und es gelte AA~! = I. Dann gilt einer-
seits rg(AA™Y) = rg(I) = n, andererseits (vergl (3.69)), Seite 82) rg(AA~!) <
min(rg(A),rg(A™1), also min(rg(A),rg(A~!) = n, woraus rg(A) = n folgt, d.h.
die Zeilen- bzw. Spaltenvektoren von A und A~! sind linear unabhéingig. O
Spezialfall: Die Spaltenvektoren der (n x n)-Matrix A seien paarweise orthonor-

mal. Dann gilt
A=A (3.89)

d.h. die Inverse von A ist durch die Transponierte von A gegeben.
Beweis: Der Beweis folgt sofort aus dem Begriff der Orthonormalitét. O

Beziehung zur Determinante von A: In (3.86) wurde die Beziehung A(A*) =
|A|I aufgestellt. Dann folgt

(A7)
A =1,
|A|
so dass ()
A - A1 (3.90)
folgt.

Beispiel 3.4 Es sei

und gesucht ist
a4 _(a B
A _(7 5).

1 [ acx+by af+b5\ (10
A4 _<ca+d'y cB+ds ) '

Es ist
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Man hat also das Gleichungssystem

_1-by

ac+by = 1=« - (3.91)
bo

aB +b6 = O:B:—E (3.92)

ca+dy = O:>'y:—% (3.93)
1—

B+di = 1=0= dcﬂ (3.94)

Durch Einsetzen etwa des Ausdrucks fiir v (3.93) in (3.91) etc findet man
1 d —b
A7l = . .
ad—bc(—c a ) (3.95)

Man iiberpriift durch Nachrechnen, dass in der Tat AA™! = A71A = I gilt , -
vorausgesetzt, dass ad — be # 0 ist. Es werde angenommen, dass ad — bc = 0 ist.

Dann folgt einerseits
b=a(d/e), d=c(bja),

andererseits folgt auch
dfc=bla= A,

(a)=2(%)

die Spaltenvektoren von A sind linear abhéngig. Man rechnet leicht nach, dass
umgekehrt die lineare Abhéngigkeit der Spaltenvektoren die Gleichung ad—bc = 0
impliziert. Die Voraussetzung ad — bec # 0 gilt also genau dann, wenn die Spalten-
und damit auch die Zeilenvektoren von A linear unabhiingig sind. Im Ubrigen ist
det(A) = ad — be; eine Losung existiert also nur, wenn det(A) # 0 ist. O

d.h. es gilt

Beispiel 3.5 Es werde der Fall einer Matrix A mit den Zeilen (1,3) und (2,1)
betrachtet; gesucht ist die zu A inverse Matrix A~

W (1)1 0)-(00)

Die Spalten von A sind sicher nicht orthogonal: 1 -3+ 2-1 = 5 # 0, aber sie
sind linear unabhéngig, denn die Spaltenvektoren sind offenbar nicht parallel. Es
miissen die Elemente a, b, ¢ und d von A~! bestimmt werden. Man erhilt zwei
Gleichungssysteme:

l-a+3-c=1 1-64+3-d=0
2-a+1l-c=0" 2:b+1-d=1
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Man findet nun leicht

Al -1/5 3/5 _ 1 1 -3
2/5  —1/5 5\ -2 1 )
Man rechnet leicht nach, dass AA™1 = A71A =T ist. O

Die lineare Unabhéngigkeit der Spalten von A ist in der Tat notwendig fiir
die Existenz einer Inversen. Denn es sei nun

w-( (-G

Offenbar sind die Spaltenvektoren von A linear abhiingig, da sie sich nur durch
einen Faktor unterscheiden und deshalb die gleiche Orientierung haben. Soll A~!
existieren, so miissen die Gleichungssysteme

l-a+3-c=1 1-64+3-d=0
2-a+6-¢c=0" 2:-b+6-d=1

eine Losung haben. Die erste Gleichung im Gleichungssystem links impliziert
a =1 — 3¢, die zweite Gleichung impliziert « = —3c¢, woraus man 0 = 1 folgern
kann. Beim Gleichungssystem auf der rechten Seite kann man die zweite Gleichung
durch 2 teilen, so dass b+ 3d = 1/2 folgt; zusammen mit der ersten Gleichung
folgt nun 0 = 1/2. Diese Folgerung ist, wie schon die Folgerung 0 = 1, allenfalls
nach Hegel akzeptabel, da nach Ansicht dieses Philosophen das Nichts (die Null)
sich negiert und deshalb das Sein (hier = 1/2) in Form des Werdens impliziert'®.
Nach den Regeln des blof} tabellarischen Verstandes’ (Hegel) wird man allerdings
folgern, dass es keine Losungen fiir die beiden Gleichungssysteme gibt und dass
daher keine Inverse A~! existiert. Notwendige Voraussetzung fiir die Existenz
der Inversen A~! ist also die lineare Unabhiingigkeit der Spalten und damit auch
der Zeilen von A; es kann gezeigt werden, dass fiir eine quadratische Matrix A
diese Bedingung auch hinreichend ist. Der oben eingefiihrte Ausdruck singuldr
charakterisiert eine Matrix, deren Spalten linear abhéngig sind und fiir die also
keine Inverse existiert.

Beispiel 3.6 Es sei R eine (2 x 2)-Korrelationsmatrix,

R:(i :) (3.96)

Die Inverse R~ ergibt sich aus (3.95)

1
R7' = ( e ) (3.97)

8Nachzulesen u.a. in Hegels *Wissenschaft der Logik’.

92



R~ heiit auch Prdzisionsmatriz. Der Ausdruck wird klar, wenn man R~ fiir
r — 0 und r — 1 bzw r — —1 betrachtet. Offenbar ist

lim R~ = ( é 2 ) lim R~ = ( o T ) (3.98)

r—0 r—1 —0o0 o0

Fiir r — —1 &ndert sich das Vorzeichen der Elemente neben der Diagonalen. Aus
der Regressionsrechnung ist bekannt, dass fiir y = bx +a + e

d.h. 7 — 1, wenn s2 — 0. Ein kleiner Wert fiir die Fehlervarianz bedeutet grofe-
re Prézision der Vorhersage von y, und dies driickt sich in einem betragsméafBig
grofien Wert der Elemente von R™! aus. Fiir 52 — 35 folgt r — 0 und y kann
nicht aufgrund der z-Werte vorhergesagt werden, d.h. die Prézision geht gegen

Null. ]

Satz 3.9 Sind A und B nxn-Matrizen mit existierenden Inversen A~' und B~1,
so gilt
(AB)"' =pB7tA7h (3.99)

Beweis: Nach Voraussetzung existieren A~ und B~!; dann folgt aus der Asso-
ziativititsregel (3.34) wegen AA™! = BB~! = I und (AB)(AB)~! =1, dass

AATL = ATA™' = A(BB DA™ = (AB)(B1A Y =1,

d.h. aber (AB)™! = B~1A~!. Damit ist nur gezeigt, dass die Rechtsinverse von
AB existiert, also die Inverse (AB)™!, mit der AB von rechts multipliziert wird.
Die Argumentation in Bezug auf die Linksinverse ist analog. ]

Die Inverse fiir eine beliebige (n x n)-Matrix A 148t sich im Prinzip auf die
gleiche Weise wie die fiir eine (2 x 2)-Matrix finden. Hier soll nur der allgemeine
Ausdruck fiir die Inverse angegeben werden. Es sei A;; eine (n — 1) x (n — 1))-
Matrix, die aus A entsteht, indem aus A die i-te Zeile und die j-te Spalte gestri-
chen werden.

Definition 3.9 Die Determinante |A;;| heifit der (i, j)-te Minor von A. Das Ele-
ment ( )+‘ |

—1)7| Ay

= 3.100

Qg |A’ ( )
heifst (i, j)-ter Kofaktor von A. Die a;; kinnen zu einer Matriz cof(A) zusam-
mengefasst werden; Die Transponierte von cof(A) heifst Adjunkte von A und wird

mit adj(A) bezeichnet.
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Die Inverse von A ist dann durch
adj(A)

A= 2
|4

(3.101)
gegeben.
Beispiel 3.7 Gegeben sei ein Vektor w € R"™ und zwei Basen des V,,, B =

[bi,...,b,] und C = [c1,..., ¢y, d.h. die Basisvektoren b; und c¢; werden in den
Matrizen B € R™™ und C' € R™" zusammengefasst. Demnach gilt

w = u1by + usbs + - - - + u,b,, = vicy + vocy + - - - +vyCy, (3102)

bzw.
w = Bu = Cv. (3.103)
Dabei sind u = (uq,...,u,) und v = (vy,...,v,)" die jeweiligen Koeffizientenvek-

toren, die zur Darstellung von w benétigt werden. Die Frage ist nun, in welcher
Beziehung die Vektoren u und v zueinander stehen, d.h. wie die Matrix A be-
stimmt werden kann derart, dass u = Av gilt. Da die Spaltenvektoren von B und
C linear unabhéngig und B und C zudem quadratisch sind kann man folgern,
dass die Inversen Matrizen B~! und C'~! existieren und man erhilt etwa durch
Multiplikation von links mit B!

B 'w =u=B"!Cv = Av, (3.104)
d.h.
A=B"C (3.105)

und damit hat man die Beziehung zwischen den Koeffizientenvektoren u und v:
die Transformationsmatrix A, die v in u iiberfiihrt, ist durch A = B~!1C gegeben.
Weiter ist

Al =B ')y =07!B,

so dass auch
v=A"tu

gilt. O
Beispiel 3.8 Essei A eine (nxn)-Matrix fiir die die inverse Matrix Q! existiere.

Dann gilt
(A7H = (AL (3.106)

Denn AA™! =1, und
I'=1=(AA"YY =~ 1yA.
Multiplikation von rechts mit (A’)~! liefert
(A) = (AT A )T = (At
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Im Prinzip 148t sich auch fiir eine (m x n)-Matrix A mit etwa m > n eine
inverse Matrix A definieren: AA = I. Da I nach Definition quadratisch ist, muf
A eine (n x m)-Matrix sein (die Zahl der Spalten von A muf ja stets gleich
der Anzahl der Zeilen von A sein, damit die Matrixmultplikation durchgefiihrt
werden kann, und da A n Spalten hat und I demnach ebenfalls n Spalten und
ergo auch n Zeilen haben muB, folgt, dass A n Zeilen haben muf}). Dann kann
aber nicht auch AA = AA gelten, denn AA ist nun eine (m x m)-Matrix. A kann
also bestenfalls als Linksinverse definiert werden, und analog dazu 148t sich unter
Umsténden eine Rechtsinverse definieren. In diesem Abschnitt wird aber nur die
in Definition 3.8 spezifizierte Inverse betrachtet.

3.9 Quadratische Formen und Eigenvektoren symmetrischer Ma-
trizen

Es sei A eine beliebige (m x n)-Matrix, x sei ein n-dimensionaler Vektor und es
gelte Ax = y. y ist dann m-dimensional. A bildet Vektoren aus einem R™ auf
Vektoren aus einem R ab. Fiir den Fall m = n (A ist quadratisch) ergeben sich
zwei fiir die Anwendungen in der Multivariaten Statistik wichtige Spezialfille:

1. A ist eine (n x n)-Matrix und es gelte Ax = y fiir einen beliebigen Vektor
x € R™. Dann ist ebenfalls y € R™. Im Allgemeinen unterscheiden sich x
und y durch ihre Orientierung und durch ihre Lénge.

Nun gelte insbesondere ||x|| = ||y||, d.h. x und y haben identische Léngen,
d.h. die Transformation A ist ldngeninvariant. x und y unterscheiden sich
nur durch ihre Orientierungen. A heifit dann auch Rotationsmatriz.

2. Fir x € R” gelte Ax = y = Ax. x und y haben also dieselbe Orientie-
rung, unterscheiden sich aber im Falle A # 1 durch ihre Lénge. Fiir eine
gegebene Matrix A kénnen die Vektoren x nicht beliebig gewéhlt werden,
die Orientierungsinvarianz kann nur fiir spezielle, fiir A charakteristische
Vektoren x gelten, die deswegen auch als charakteristische Vektoren oder
als Figenvektoren von A bezeichnet werden. Dabei kann der wiederum fiir
die Anwendungen sehr wichtige Fall eintreten, dass die zu einer Matrix
T zusammengefassten Eigenvektoren einer Matrix A die Eigenschaft einer
Rotationsmatrix haben.

3.9.1 Rotationen

Es seien x,y zwei n-dimensionale Vektoren und 7T sei eine Matrix derart, dass
y = Tx. T muB eine (n x n)-Matrix sein, da andernfalls die Vektoren x und y
nicht beide n-dimensional sein kénnen. T lasse die Linge von x invariant, so dass
sich y von x nur in Bezug auf die Orientierung unterscheidet. Dementsprechend
soll

Iyl> = y'y = x'T'Tx = x'x = |x|* (3.107)
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gelten.

Satz 3.10 Die Beziehung (3.107) gilt genau dann, wenn die Spaltenvektoren
von T orthonormal sind, so dass T'T = TT' = I gilt, wobei I die (n x n)-
FEinheitsmatriz ist.

Beweis: Die Bedingung 7T = I ist sicher hinreichend dafiir, dass x'T'Tx = ||x||?
erfiillt ist, denn x'T"Tx = x'Ix = x'x = ||x||%.

Die Beziehung T'T = I ist auch notwendig fiir die Giiltigkeit von (3.107). Um
diese Aussage einzusehen, werde U = T'T gesetzt. Nach (3.107) soll x'Ux = x'x
fiir alle x gelten. Man kann dann die Ableitung von x'Ux nach x betrachten:

d(x'Ux)
dx

=Ux = Ix, fiir alle x,

(vergl. (3.193), Seite 120), und nochmalige Ableitung nach x liefert U = I,, (vergl.
(3.190), Seite 120), d.h. T'T = I. Dies bedeutet, dass die Spaltenvektoren von T'
orthonormal sind. O

Satz 3.11 Fine Rotation lifit die Skalarprodukte zwischen den rotierten Vektoren
mvariant.

Beweis: Fiir u = T'x, v = Ty folgt sofort

uv=xTTy=xy, T'T=1. (3.108)

Folgerung: Aus T'T = I, I die Einheitsmatrix, folgt
T =771, (3.109)
d.h. die Transponierte T” ist gleich der inversen Matrix von 7.

Satz 3.12 Die Spaltenvektoren von T seien orthonormal. Dann sind auch die
Zeilenvektoren von T orthonormal,

TT=I1=TT =1 (3.110)

Beweis: Es gilt T =TI =T(T'T) = (TT')T = AT, mit A =TT’'. Dann
T-AT=0= (T —AT) =T —T'A' =T'(I — A) =0,

wegen A’ = A, und 0 die Nullmatrix. Da der Zeilenrang stets gleich dem Spal-
tenrang ist und T quadratisch ist, folgt, dass die Zeilenvektoren von 7" — also die
Spaltenvektoren von T’ — linear unabhéngig sind. Es sei B = I — A und es sei
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b; der j-te Spaltenvektor von B; dann gilt also T"b; = ()}, ()} der j-te Spalten-
vektor der Nullmatrix 0, der hier als Linearkombination der Spaltenvektoren von
T’ dargestellt wird. Wegen der linearen Unabhiingigkeit der Spaltenvektoren von
T' folgt dann b; = 0 fiir alle j, d.h. I — A = 0, also A = TT' = I, so dass T"
orthonormal ist. O

Anmerkung: Setzt man den Begriff der Determinante einer Matrix voraus, so
148t sich auf der Basis von Satz 3.5, Seite 86, ein alternativer Beweis finden: A
sei orthonormal. Nach Satz 3.5, A5 gilt [I| = 1, denn I ist sicherlich ein obere
Dreiecksmatrix. Nach A7 gilt |A| = | 4’|, und nach A6 gilt

|A'A| = |A'||A] = |AAT],
mithin folgt |[A’A| = |I| = |AA'| =1, d.h. AA" =1. O

T 148t sich durch trigonometrische Betrachtungen zur Rotation (etwa von
Koordinatensystemen) herleiten; im 2-dimensionalen Fall erhélt man fiir 7' den

Ausdruck
cosf sind
T= < —sinf cos6 >’ (3.111)

wobei 6 der Rotationswinkel ist. Eine gegebene (n x n)-Rotationsmatrix 7' ro-
tiert alle n-dimensionalen Vektoren y um einen bestimmten, fixen Winkel 6, so
dass man auch T'(6) schreiben kénnte, um diesen Sachverhalt auszudriicken. Im
Folgenden wird von dieser Beziehung zwischen # und T kein Gebrauch gemacht,
weil 6 nicht explizit in die Betrachtungen eingeht.

3.9.2 Quadratische Formen und Eigenvektoren

Ubersicht: Es wird zunichst gezeigt, dass bestimmten, d.h. positiv semidefini-
ten symmetrischen Matrizen M Ellipsoide zugeordnet werden kénnen; jedem Fall
(z.B. einer Zeile in einer Matrix (m x n)-Matrix X mit M = X'X mit m Fél-
len und n Variablen) entspricht ein Punkt in einem n-dimensionalen Raum, und
jedem dieser Punkte entspricht ein Ellipsoid, auf dem der Punkt liegt. Alle Ellip-
soide haben dieselbe Orientierung. Die Orientierung ist durch die Eigenvektoren
von M gegeben. O

Definition 3.10 Es sei M eine symmetrische (n x n)-Matriz und x € R™, und
es gelte
Qu(z) =Mz (3.112)

Dann heifit Qp(x) quadratische Form.

Definition 3.11 Es sei M € R™"™ eine symmetrische Matriz. M heifit positiv
semidefinit, wenn @ Mx > 0 fir alle Vektoren © € R™ gilt. M heifit negativ
semidefinit, wenn fiir alle € € R"™ die Beziehung € Mx < 0 gilt. M heifit positiv
definit bzw. elliptisch, wenn fiir alle x € R™ @ Mx > 0, und negativ definit bzw.
hyperbolisch, wenn @Mz < 0 gilt.
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Satz 3.13 Es sei X € R"™"™. Dann ist M = X'X positiv semidefinit.

Beweis: M = X'X ist eine symmetrische (nxn)-Matrix. x sei ein n-dimensionaler
Vektor, und es sei Mx =y € R™. Dann ist X Mx = xX’'X'Xx =y'y >0, dh. M
ist positiv semidefinit. 0.

Anmerkung: Insbesondere ist jede Varianz-Kovarianz-Matrix S positiv semide-
finit. Nach Gleichung (3.49), Seite 75 kann S in der Form

1 1 1777

1
§S=—X'X-—xx' = —(X'X - —X'TT'X).
m m m

geschrieben werden, wobei H die Zentrierungsmatrix ist. Auf Seite 75 wurde
gezeigt, dass H symmetrisch und idempotent ist, d.h. es gilt HH = H'H = H? =
H,dh. mS = X’HX = X'H'HX, und fiir einen beliebigen, n-dimensionalen
Vektor x # 0 folgt mit y = HXx

x'Sx =x'X'H'HXx = ||ly|*> >0,

d.h. S ist positiv semidefinit. O

Satz 3.14 Es sei M € R™™ eine symmetrische, positiv semidefinite Matriz.
Dann definiert die Menge &, = {x|d Mz = k,x € R"} ein n-dimensionales
Ellipsoid, wobei die Anfangspunkte der x im Nullpunkt des Koordinatensystems
liegen und die Endpunkte auf dem jeweiligen Ellipsoid.

Beweis: Die Aussage folgt sofort aus der Definition von Qp7(x): multipliziert
man (3.112) aus, so erhdlt man

n
x' Mx = Z m”aﬁf +2 Zmija:ia;j =k (3.113)
i=1 i<j
Fiir X’ Mx = k > 0 definiert x' Mx ein n-dimensionales Ellipsoid. O

Der Ausdruck ’quadratische Form’ ergibt sich aus dem Sachverhalt, dass die
Summe der Exponenten der Komponenten x; stets gleich 2 ist. Fiir den Spezialfall
n = 2 hat man

x' Mx = mnx% + mggac% + 2migx129 = K. (3.114)

Die Menge der 2-dimensionalen Vektoren x = (z1,x2)’, die dieser Gleichung ge-
niigen, definiert eine Ellipse (s. a. Satz 3.19, Seite 102).

Spezialfall: Insbesondere sei M = A = diag(A,...,\,) eine Diagonalmatrix.
Dann sind die Ellipsoide x’Ax = k achsenparallel, d.h. die Hauptachsen der El-
lipsoide sind parallel zu den Achsen des Koordinatensystems; diese Aussage folgt
sofort aus (3.113) bzw. (3.114), denn fiir M = A sind alle m;; = 0 fur ¢ # j. In
Beispiel 3.11, Seite 106 wird diese Aussage noch einmal elaboriert.
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Es seien nun x,y € R"” Vektoren und M sei eine symmetrische (n x n)-Matrix,
und es gelte
xXMx=y'Ay =k >0, A=diagy,...,\,). (3.115)

& = {x[x¥'Mx =k > 0} und &, = {y|ly’/Ay = k > 0} sind Ellipsoide, &y
ist insbesondere achsenparallel. Weiter gelte x = Ty, wobei T eine Rotation
reprisentiere. Offenbar gilt fiir alle x € £, und alle y € &,

xXMx =y TMTy =y Ay =k,

woraus

T'MT = A (3.116)

folgt (eine ausfiihrliche Begriindung dieser Folgerung findet man in Beispiel 3.13,
Seite 121). Denn &, ist ein achsenparalleles Ellipsoid, so dass auch y'TMTy = k
ein achsenparalleles Ellipsoid sein muf}, d.h. 7"MT = D mu8 eine Diagonalmatrix
sein, D = diag(dy,...,d,). Dann folgt aber

y'Ay =y' Dy =k,
d.h.

n n
D v = diii-
k=1 k=1

Differenziert man beide Seiten nach yg, so erhélt man Ay = di, d.h. A = D, und
das ist (3.116). O

Da T' als Rotationsmatrix angenommen wurde, folgt, dass T" orthonormal ist.
Deshalb folgt durch Multiplikation der Gleichung (3.116) von links mit 7" die
Gleichung

MT =TA. (3.117)

Diese Gleichung besagt, dass die Spaltenvektoren von T durch M so transformiert
werden, dass sich nur ihre Lénge, nicht aber ihre Orientierung veréndert. Diese
Aussage gilt natiirlich nicht fiir beliebige Vektoren x, sondern nur fiir spezielle
Vektoren t, die charakteristisch fiir die Matrix M sind.

Definition 3.12 FEs sei M eine beliebige (n x n)-Matriz und t € R™ sei ein
Vektor, der der Beziehung
Mt=\t, t#0, (3.118)

gentigt. Dann heif$t t Eigenvektor von M und \ heifst der zu t gehorende Eigen-
wert von M.

Die Gleichung (3.117) besagt also, dass alle Spaltenvektoren ty, k = 1,...,n, von
T Eigenvektoren von M sind, und die Diagonalmatrix A enthélt in der Diagonalen
die zugehorigen Eigenwerte von M.
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Bemerkungen: In der Definition wurde nicht vorausgesetzt, dass M symme-
trisch ist, d.h. Eigenvektoren konnen auch fiir nicht-symmetrische Matrizen exi-
stieren. Die folgenden Betrachtungen beschrianken sich aber auf symmetrische
Matrizen M. Insbesondere konnen Eigenwerte komplexe Zahlen sein: A = x + iy,
i = +/—1, und die Eigenvektoren kénnen komplexe Komponenten haben. ([l

Eine Rotationsmatrix S ist orthonormal, und wenn in einem bestimmten Kon-
text gefolgert wird, dass S = T' auch eine Matrix von Eigenvektoren ist, so folgt,
dass T ebenfalls orthonormal ist. Nun sei umgekehrt bekannt, dass T' eine Ma-
trix von Eigenvektoren von M’ = M ist. Die Frage ist, ob nun auch folgt, dass
T orthonormal ist, — es ist ja denkbar, dass man nicht iiber eine Rotation auf
die Eigenschaft der Spalten von T, Eigenvektoren zu sein, gekommen ist, und
vielleicht gibt es auch nicht-orthogonale Eigenvektoren von M. Dazu wird der
folgende Satz bewiesen:

Satz 3.15 M € R™"™ sei symmetrisch und habe die Figenvektoren ti,...,t, mit
den korrespondierenden Eigenwerten A1,...,\,. Die Eigenwerte sind stets reell,
d.h. Ay € R fiir alle k. Sind t; und t, mit zugehorigen Eigenwerten \; # A
irgendzwer Eigenvektoren von M, so sind t; und tj, orthogonal, d.h. es gilt

0, j=k
tt :{ > 3.119
%= Il #0, G=k (3:119)

Beweis: Es sei M’ = M und es gelte Mt = \t. Es werde angenommen, dass A € C
und v € C", C die Menge der komplexen Zahlen. Gilt z = z + iy € C so heifit
z = x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl und es gilt 2z = (x + ia)(x — iy) =
x? + 92, da ja i = —1. Dann folgt

Wv = \v|? = (M¥)v=vMv=vxv=)\|v|?
d.h. es gilt A =\ € R.

Fiir irgendzwei Eigenvektoren t; und tj gelte A\; # A;. Dann sind t; und t;
orthogonal. Denn dann gilt

Mt; = Mtj (3.120)
Mty = Mty (3.121)

Die Gleichung (3.120) werde von links mit t}, die Gleichung (3.121) von links mit
t; multipliziert. Es entstehen die Gleichungen

t.Mt; = \tit; (3.122)
tiMty = Aptity. (3.123)

Nun ist einerseits tit; = t;t;, und andererseits (t; Mt;)" = t;Mty, da ja M’ =
M. Subtrahiert man also die zweite Gleichung von der ersten, ergibt sich

0= (Aj — M)ty
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woraus wegen \; — A, # 0 die Behauptung t;tk = 0 folgt. ]

Anmerkung: In (3.119) ist nicht gefordert worden, dass |[t;|| = 1 ist; Mt; =
Ajt; bedeutet, dass sich die Langen der Vektoren Mt; und t; um den Faktor
Aj unterscheiden, unabhéngig von der Lénge von t;. Insofern ist die Lénge eines

Eigenvektors irrelevant und deswegen kann ||t;|| = 1 gesetzt werden. Ist bereits
bekannt, dass T" auch eine Rotationsmatrix ist, so wird die Normiertheit der t;
gewissermaflen gleich mitgeliefert. O

Die Frage ist nun, welche Aussage iiber die Eigenvektoren einer symmetrischen
Matrix gemacht werden kann, wenn nicht alle Eigenwerte voneinander verschieden
sind. Der folgende Satz macht hieriiber eine Aussage.

Satz 3.16 Es sei \j ein Eigenwert der symmetrischen Matriz M mit der Mehr-
fachheit m, d.h. es gelte \j = \jy1 = -+ = Xjym. Dann existieren m orthogonale,
zu \j korrespondierende Eigenvektoren.

Beweis: Vergl. Abschnitt 5, Seite 178. ]

Die Orthonormalitit von T bedeutet, dass man aus MT = TA (Gleichung
(3.117)) durch Multiplikation von rechts mit 7" die Beziehung

n
M =TAT = Z Aty (3.124)
k=1

erhélt. Der Ausdruck >, Aptyt) driickt TAT” iiber die dyadischen Produkte t;t),
aus und erweist bei bestimmten Betrachtungen als niitzlich. Man macht sich

leicht klar, wie dieser Ausdruck zustande kommt. Es ist ja T' = [tq,...,t,] und
TA = [Ait1, ..., A\nty], so dass

t)
/
TAT = [\t Mol | 2| = Mt + dotot! By /
= [A1t1, ..., Anty] S| = Attt + 2t2t2+"'+)\ntntn—Z)\ktktk-
: k=1
th

Definition 3.13 Die Darstellung (3.124) von M heifit Spektraldarstellung von
M.

Satz 3.17 Es sei M eine reelle, symmetrische (n x n)-Matriz. M ist positiv se-

midefinit dann und nur dann, wenn die Eigenwerte \; grofier als bzw. mindestens
gleich Null sind.

Beweis: M = T'AT, T die orthonormalen Eigenvektoren von M, impliziert
T'MT = A. Weiter sei Q = x’Mx € R, x ein beliebiger n-dimensionaler Vektor.
Fiir einen geeignet gewéhlten Vektor y ist x = Ty, so dass

n
Q=yTMTy=yAy=> Ay}
=1
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Da x beliebig gewéhlt werden kann, kann insbesondere x = T'e; gewahlt werden,
also y;, = ey der k-te Einheitsvektor, k = 1,...,n. Dann ist Q) = Ay, und Q >0
genau dann, wenn A; > 0.

Man zeigt auf analoge Weise, dass fiir eine negativ (semi-)definite Matrix
Aj <0 fiir alle j gilt. O

Satz 3.18 Es sei M eine relle, symmetrische (n x n)-Matriz. Dann ist der Rang
von M gleich der Anzahl von Null verschiedener Eigenwerte.

Beweis: Der Beweis macht implizit von Satz 3.3, Seite 82, Gebrauch. Es gilt
M = TAT’ , und es seien r < n Eigenwerte ungleich Null. Dann enthélt A n —r
Spalten (und Zeilen), die nur Nullen enthalten. Die Spaltenvektoren von M sind
Linearkombinationen der Spalten von T'A, so dass fiir den j-ten Spaltenvektor v;
von M

Vj :)\ltjlt1++)\rtjrtr+0++0

n—r

gilt. Es geniigt demnach,
M = T,A,T! (3.125)

zu schreiben, wobei T, die Matrix der Eigenvektoren ist, die zu von Null ver-
schiedenen Eigenwerten korrespondieren, die in der Matrix A, zusammengefafit
werden. Die Matrix T,.A, besteht aus den Spaltenvektoren A;jt;, 7 = 1,...,r,
die orthogonal und damit linear unabhéingig sind, mithin hat 7T;.A,. den Rang r.
(3.125) bedeutet, dass die Spaltenvektoren von M sich als Linearkombinationen
der A\;t; darstellen lassen, d.h. die Spaltenvektoren sind Elemente der linearen
Hiille £(A1t1,..., A\ t,), und somit ist rg(M) < r. Aber T, ist orthonormal,
so dass aus (3.125) MT, = T,A, folgt. Dies heifit aber, dass sich die Spalten-
vektoren A;t; von T, A, als Linearkombinationen der Spalten von M darstellen
lassen, d.h. sie liegen in der linearen Hiille £(M) von M. Dies bedeutet, dass
r =1g(T,A,) <rg(M) sein mufl. Es muf also rg(M) < r und rg(M) > r gelten,
so dass rg(M) = r folgt. O

Der Satz 3.17 sagt noch wenig aus iiber die Eigenschaften einer symmetri-
schen Matrix (es sind stets relle Matrizen gemeint), die nur positive Eigenwerte
implizieren (oder nur negative). Der folgende Satz gibt weitere Auskunft.

Satz 3.19 Es sei M eine symmetrische (n x n)- Matrix vom Rang r < n. Dann
ist M genau dann positiv semidefinit, wenn eine (nxr)-Matriz G existiert derart,
dass

M =Ga@'. (3.126)
Beweis: (1) =: Es gelte M = GG’. Dann folgt
x'GG'x = (Gx)'Gx = ||Gx|* > 0,
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so dass M positiv semidefinit ist.

(2) <=: Aus der Symmetrie von M folgt die Existenz der Matrizen 7" (orthonormal)
und A = diag(A1,...,A;), A; > 0 fiir alle j (s. Satz 3.17), mit M = TAT". Es sei

AY? = di M,V A 0,...,0).
iag(v/A1, .. VA )

n—r

Dann kann man

M = TA1/2A1/2T/ _ (TAI/Z)(TAI/Q)/

schreiben. Streicht man in TA'/2 alle Spalten, die nur Nullen enthalten, so erhélt

man eine Matrix G = TrAi/ 2 und M ist in der Form M = GG’ darstellbar. O

Der Satz 3.19 spezifiert die Bedingungen, die eine symmetrische Matrix M
erfiillen muf}, um eine Ellipse bzw. ein Ellipsoid zu definieren.

Beispiel 3.9 Die Korrelation zwischen zwei zufélligen Verdnderlichen sei r und
die zugehorige Korrelationsmatrix ist durch

R= < i 7{ ) (3.127)

gegeben. Gesucht sind die Eigenvektoren und die zugehorigen Eigenwerte von R.

Es sei A ein Eigenwert und v = (v, v3)" der zugehérige Eigenvektor. Dann

(o) () ().

Ausgeschrieben entsteht das System von Gleichungen

v1+T1TU9 = g (3.128)
rvy + vy = Avg, (3.129)
woraus sich
vi(l—=X) = —ruy (3.130)
va(l—=X) = —ru (3.131)
ergibt, und daraus folgt
vr_ 2
vy vr

also v} = v3. Daraus ergeben sich die Losungen
vl = vy, —U1 = Vs, (3.132)

so dass man die Eigenvektoren

vi = < zi > vy = < _”11)1 ) (3.133)
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erhélt. Die Losung v; = vy in (3.128) eingesetzt ergibt
v1(l = A) = —ruvyg,

und man erhélt A = A\; = 1 + r. Setzt man die Losung vo = —v; in (3.128) oder
(3.131) ein, erhilt man

vi(l=X) =rvy, wv2(l1—N\) =ruvg,

woraus in jedem Fall A = Ay = 1 — r folgt, d.h.

=1+
A-{ Nelor (3.134)

Man tiberpriife, ob die Gleichungen Rvy; = A;vy; und Rve = Agvy tatséchlich
gelten, und ob vi und vy orthogonal sind. vi = (v,v) bedeutet, dass vq auf der
Hauptdiagonalen des Koordinatensystems liegt, das durch die standardisierten
Variablen definiert wird, und vy liegt auf der Nebendiagonalen. Fiir r = 0 ist
R = I die Einheitsmatrix und es folgt \; = Ay = 1. ]

In den folgenden Abschnitten wird die Rolle von Rotationsmatrizen und Ma-
trizen von Eigenvektoren elaboriert.

Zur Bedeutung der Eigenvektoren positiv semidefiniter Matrizen: Es
sei insbesondere y; = yei, e = (1,0,...,0), so dass |ly1]| = wnlleil = -
y; definiert dann die erste Halbachse des durch A definierten achsenparallelen
Ellipsoids. Dann folgt

t11
to1

x1 =Ty, =yle =y . =yt1, y1 €R, (3135)

75111

d.h. x; ist proportional zum ersten Eigenvektor von M, der in der ersten Spalte
von T steht. t; definiert die Orientierung der ersten Hauptachse des durch M
definierten Ellipsoids. Da die tj, orthogonal sind, definieren die restlichen Vektoren
tix, k # 1, die Orientierungen der restlichen Hauptachsen des Ellpsoids.

T rotiert alle Vektoren y, fiir die y'Ay = k gilt. x; definiert dann die erste
Halbachse des Ellipsoids x'Mx = k. Nach (3.135) ist die Orientierung dieser Halb-
achse durch den ersten Eigenvektor t; von M gegeben. Analoge Interpretationen
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Abbildung 7: Ellipsen in verschiedenen Orientierungen und ihre skalierten Eigen-
vektoren

achsenparallele Ellipse rotierte Ellipse

0.1pY2
y]
030201 F 0l 02 0y
0.1

-0.2
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ergeben sich fiir die iibrigen Halbachsen des durch M definierten Ellipsoids:

0
0
t1;
. t2]
xj=Ty; | 1 | =y | . |, X €& y;=yje €&y (3.136)
: fni
0

y; ist die Lénge der jeweiligen Halbachse.

Beispiel 3.10 Ellipsen und Punktekonfigurationen: Es werden Messwert-
paare fiir zwei Variablen erhoben (z.B. werden bei einer Anzahl m von Personen
("Félle”) die Korpergrosse (Variable 1) und das Korpergewicht (VAriable 2) ge-
messen. Jede Person wird durch einen Punkt im durch die Variablen 1 und 2
definierten Koordinatensystem reprisentiert, s. Abbildung 10, links. Man kann
die Regressionsgeraden fiir die Vorhersage von Variable 2 durch Variable 1 und
umgekehrt bestimmen. Die Steigungen

_ KOU(‘/la‘/Z) boy — KO,U(VD‘/Q)
=—>5" i S AT

’ 21 5
51 52

bi2

sind verschieden, wenn die Varianzen s? und s3 verschieden sind. Die Matrix der
Korrelationen ist durch
1 r
R— 12
Tr21 1

gegeben, wobei natiirlich ris = ro; ist; in Beispiel 3.9, Seite 103, werden die
Eigenvektoren und Eigenwerte dieser Matrix hergeleitet. R definiert eine Menge
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von Ellipsen mit identischer Orientierung; fiir jeden Punkt, also fiir jeden Fall,
kann eine Ellipse bestimmt werden. Ist X; = (x;1, z;2)" der i-te Zeilenvektor von
X, d.h. der i-te Spaltenvektor von X', so gilt

~/ ~
Xini = k‘i,

und die Menge der 2-dimensionalen Vektoren x, die der Bedingung x'Rx = k;
geniigen, ist die zum Fall 7 korrespondierende Ellipse. Fiir eine Teilmenge der Fille
sind die korrespondierenden Ellipsen in Abbildung 10 eingezeichnet worden.

Die Hauptachsen dieser Ellipse konnen als neues Koordinatensystem gewéhlt
werden; die Koordinaten der Fille auf diesen Achsen sind durch die Projektio-
nen der Fille auf die Hauptachsen gegeben. Ist y; der Vektor, der den i-ten Fall
im durch die Hauptachsen gegebenen Koordinatensystem reprisentiert, so ist die
Beziehung dieses Vektors zum korrespondierenden Vektor im urspriinglichen Ko-
ordinatensystem durch x; = T'y, gegeben, und T ist die Matrix der Eigenvektoren
von X’'X. Abbildung 10, rechts, zeigt die Konfiguration im Hauptachsensystem.
Offenbar ist die Kovarianz zwischen den Hauptachsen glech Null. Fasst man die
Hauptachsen als Représentation latenter Variablen auf, so kann man sagen, dass
diese latenten Variablen unkorreliert sind. Die Félle unterscheiden sich hinsicht-
lich der ersten Hauptachse maximal. Man kénnte vermuten, dass sie eine sllgemei-
ne Groflendimension abbildet. Die zweite Hauptachse konnte eine von der Grofle
unabhéngige Variable, etwa die Intensitét des Stoffwechsels repréasentieren. Diese
Interpretation setzt voraus, dass die Variation der Félle in Bezug auf diese Achse
nicht nur zufillige Effekte reflektiert. O

Beispiel 3.11 Eigenvektoren einer Diagonalmatrix Auf Seite 98 wurden
quadratische Formen x’Mx = k fiir den Fall, dass M eine Diagonalmatrix ist,
betrachtet; es wurde gesagt, dass die korrespondierenden Ellipsoide dann achsen-
parallel seien.

Es sei M = diag(A1,...,A\,) mit Ay > 0 fiir K = 1,...,n, so dass M positiv
definit ist. Die Eigenvektoren von M sind dann durch die Einheitsvektoren e;,

j=1,...,n mit den zugehorigen Eigenwerten A\ = \; gegeben. Denn
0 0 0
AMM 0 0 -~ O : : :
0 A 0 - 0 0 0 0
L Ll=x] 1 |=] N (3.137)
N .o 0
0 0 0 ... X\
0 0 0

woraus A = A folgt. Die Eigenvektoren von M definieren aber die Orientierung
der zu M korrespondierenden Ellipsoide, und da die Eigenvektoren offenbar durch
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Abbildung 8: Links: Punktekonfiguration fiir r,, = .7 mit Regressionsgeraden, Ellipsen
und deren Hauptachsen; rechts: Die Hauptachsen als neue Koordinaten fiir die Punkte-
konfiguration.

rxy)=.7 rxy)=0

— y=bx+a
— x=by+a
--- Hauptachsen

Variable Il
0
Zweite Hauptachse

-2

-4
L
4
L

Variable | Erste Hauptachse

die ey, gegeben sind, entsprechen sie den Orientierungen des Koordinatensystems,
in dem die Ellipsoide liegen. Diese miissen also achsenparallel sein. Il

Definition 3.14 Die orthonormale Transformationsmatrix T rotiert das achsen-
parallele Ellipsoid &, in das orientierte Ellipsoid &, und wegen T=Y =T rotiert
das Elliposid & in das Ellpsoid £,. T und T" heiflen deshalb Hauptachsentrans-
formationen.

Der mit der ersten Hauptachse der achsenparallelen Ellipse zusammenfallende
Vektor y; hat eine Lénge, die sich aus der Ellipsengleichung

apf+cyi=k>0 a>0,b>0
ergibt (b ist ja fiir diese Ellipse gleich Null). Es ist aber y; = (y1,0)’, so dass man
insbesondere
./l = 1 = Vk/a (3.138)
erhélt. Analog dazu gilt
Iy2ll = v2 = Vk/c. (3.139)

Offenbar sind die Léngen der Hauptachsen umgekehrt proportional zu den Wur-
zeln aus den Eigenwerten. Aus (3.138) und (3.139) folgt

N >yp=a<c, yY<yY=a>c

a und ¢, d.h. die Eigenwerte von M, spielen hier die Rolle von Skalenfaktoren.
a < ¢ bedeutet, dass es eines grofleren z1-Wertes bedarf, um eine vorgegebenen
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Strecke auf der Xi-Achse zu iiberdecken, als es einen xo-Wert benttigt, um die
gleiche Strecke auf der Xo-Achse zu iiberdecken.

Die Betrachtung iibertréigt sich ohne Weiteres auf den n-dimensionalen Fall,
bei dem die Ellipse durch ein n-dimensionales Ellipsoid ersetzt wird.

Bemerkungen:

1. Da die Matrix T der Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix M stets
orthonormal ist, kann sie als eine Rotatationsmatrix betrachtet werden, die
die Vektoren y € &, in die Vektoren x € &, rotiert, wobei A die Diagonal-
matrix der Eigenwerte von M ist. Umgekehrt rotiert 7" die x € &, in die
Vektoren y € &,.

2. Eine Matrix mufl nicht symmetrisch sein, damit Eigenvektoren fiir sie exi-
stieren. Allerdings existieren nicht fiir jede Matrix Eigenvektoren. Dazu
betrachte man die Matrix (3.111), d.h. es sei

[ cos¢ —sing
-\ sing cos¢p /)’

_ cos ¢ —sing \ [y ) _
Ax_wl(sin¢>+x2( cos ¢ >_<y2>_y’

und y ist nur parallel zu x fiir diejenigen Werte von ¢, fiir die cos ¢ = 1 und
sin ¢ = 0 ist, also z.B. fiir ¢ = 0, so dass A = I mit den Spaltenvektoren
(1,0)" und (0,1). Dies ist der gewissermaflen triviale Fall, bei dem gar keine
Rotation erzeugt wird. Man findet allerdings komplexwertige Eigenvektoren
mit zugehorigen komplexwertigen Eigenwerten, — fiir ¢ = 7/4 etwa findet
man die Eigenvektoren (i,1)’ und (—i, 1)’ mit den Eigenwerten (1 +14)/v/2
und (1 —i)/+/2, mit i = v/—1, wie man durch Nachrechnen bestitigt (s. s.
Abschnitt 5.1, Seite 178). O

Dann ist

3.9.3 Das charakteristische Polynom und Eigenriume

Es ist bisher nichts iiber die Moglichkeit, Eigenwerte und Eigenwerte tatséchlich
zu berechnen, gesagt worden, und insbesondere die Frage, ob alle Eigenwerte einer
Matrix auch verschieden voneinander sind, ist nicht angesprochen worden. Die
tatséichliche Berechnung geschieht mittels iterativer Verfahren, auf die hier nicht
weiter eingegangen wird. Die zweite Frage 148t sich u. a. anhand der folgenden
Betrachtungen angehen.

Es sei A eine (n x n)-Matrix und I die (n x n)-Einheitsmatrix, und es gelte

Av=AIv, eR, veR"
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d.h. X ist ein Eigenwert von A und v ist der zugehorige Eigenvektor. Dann folgt
Av—Av=(A—-A)v=0. (3.140)

Die rechte Seite zeigt ein homogenes lineares Gleichungssystem mit der Koeffizi-
entenmatrix

air — A1 a12 aiz - Q1in
. a1 a2 — A2 a3 - a2n
A= (3.141)
an1 an2 ap3 -+ Qpp — An

und dem Vektor v als Vektor von Unbekannten, das man aber nicht so ohne
Weiteres 16sen kann, weil A ja ebenfalls nicht bekannt ist. Andererseits ist aus der
Theorie der linearen Gleichungssysteme bekannt, dass Ax = 0 nur die Losung
x = 0 hat, wenn A den vollen Rang hat; in dem Fall ist die Determinante ungleich
Null. Damit also das System (A —AI)v = 0 mindestens eine von Null verschiedene
Loésung hat, muB der Rang von A = (A— AI) Kkleiner als n sein, denn hiitte A— AT
den vollen Rang n, so kann der Nullvektor 0 in (3.140) als Linearkombination
der Spalten von A — AI nur dargestellt werden, wenn v = 0. Die Forderung
v #£ 0 impliziert also, dass A — AI nicht den vollen Rang hat, und in diesem Fall
verschwindet die Determinante, so dass man auf die Gleichung

A= X|=0 (3.142)

gefithrt wird. Entwickelt man diese Determinante, so ergibt sich ein Polynom in
A
pa = |A— M| =a,\" + A A" P4+ a A+ ag = 0. (3.143)

Dies ist das charakteristische Polynom fiir die Eigenwertgleichung Av = Av.

Wie sich zeigen 148t kann p4 in die Form
pa(@) =T -N) (3.144)
j=1

gebracht werden. Eine Losung A; bedeutet dann, dass fiir = A; das Polynom den
Wert 0 annimmt, so dass die A; auch die Nullstellen des chrakteristischen Poly-
noms heilen. Dem Fundamentalsatz der Algebra zufolge hat ein solches Polynom
maximal n verschiedene Losungen fiir A, wobei fiir nichtsymmetrische Matrizen A
auch komplexe Zahlen als Losungen auftreten kénnen. Die Eigenwerte )\; kénnen
auch mit einer bestimmen Vielfachheit n; auftreten; stets ist >, n; = n.

Ist \; eine Nullstelle, so kann man das Gleichungssystem
(A= X\I)v;=0 (3.145)

losen. A — \;I ist eine Matrix und definiert damit eine Abbildung f von einem
n-dimensionalen Vektorraum in einen n-dimensionalen Vektorraum, d.h. einen
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Endomorphismus. Es werde angenommen, dass f injektiv sei; dann hat A — \;1
vollen Rang und (3.145) liBt nur den Nullvektor 0 als Losung zu, und da 0
kein Eigenvektor ist erhielte man keinen Eigenvektor als Losung. Mithin darf f
nicht injektiv sein, damit die Lésung v; ein Eigenvektor ist. Dieser Schluf} folgt
auch sofort aud dem Begriff der Injektivitat: die Matrix A — \;I bildet jeden
Eigenvektor v; auf den Nullvektor 0 ab, d.h. f(vj) = 0 fiir alle j. Die fiir die
Injektivitét charakteristische Relation f(v;) = f(vy) fiir j # k impliziert nicht,
dass vj = vy.

Eine Losung v; definiert einen Figenraum; fiir den Fall mehrfacher Losungen
v; enthélt der Eigenraum zu einem Eigenwert also mehr als einen Eigenvektor, —
kommt ein Eigenvektor v;mit der Vielfachheit n; vor, so enthélt der zugehorige
Eigenraum n; linear unabhéngige zugehorige Eigenvektoren.

Beispiel 3.12 Eine (2 x 2)-Matrix Fiir eine (2 x 2)-Matrix mit den Diagonal-
elementen a und c ist oben gefunden worden, dass diese Diagonalemente einerseits
mit den Eigenwerten, andererseits mit den Lidngen der Hauptachsen (y/k/a) und
M) in Beziehung stehen. Fiir a = ¢ sind die Eigenwerte gleich grof}, und da-
mit sind die Langen der Hauptachsen gleich grof}, d.h. das Ellipsoid ist im Falle
identischer Eigenwerte eine Kugel, was nahelegt, dass auch im Falle identischer
Eigenwerte die zugehorigen Eigenvektoren orthogonal sind. Aus MT = AT folgt
dann wegen der Orthonormalitéit von T' die Beziehung MTT' = M = A, d.h. M
ist demnach eine Diagonalmatrix. Ist also M = R eine Korrelationsmatrix, so
ist diese im Falle identischer Eigenwerte eine Diagonalmatrix, d.h. die Variablen
sind perfekt unkorreliert. Dann mufl r;; = 1 fiir alle ¢ gelten und es folgt, dass
die Eigenwerte alle gleich 1 sind. Es sind demnach die von Null verschiedenen
Korrelationen, die ungleiche Eigenwerte implizieren. In Beispiel 3.9, Seite 103,
werden die Eigenwerte einer (2 x 2)-Korrelationsmatrix R gegeben: sie haben die
Werte A\ = 147 und Ay = 1 —r. Offenbar Ay = A9 genau dann, wenn r = 0, — in
diesem Fall ist die Korrelationsmatrix gleich der Identitéitsmatrix. Es liegt nahe,
ein solches Ergebnis fiir den (n x n)-Fall zu verallgemeinern: je dhnlicher die be-
trachtete symmetrische Matrix der Identitdtsmatrix ist, desto @&hnlicher werden
die Eigenwerte. im Extremfall identischer Eigenwerte ist R eine Identitétsmatrix,
und umgekehrt. O

3.9.4 Spektraldarstellung einer symmetrischen Matrix M

Es sei M eine symmetrische (n x n)-Matrix mit der zugehoérigen Matrix T' von
Eigenvektoren; A sei die Diagonalmatrix der zugehorigen Eigenwerte. Wegen der
Orthonormalitét der Vektoren in T folgt aus MT = T'A durch Multiplikation von
links mit 7’

T'MT = A. (3.146)

Offenbar wird M durch Multiplikation von links mit 77 und von rechts mit 7" in
eine Diagonalmatrix, ndmlich A, iiberfiithrt, d.h. M wird diagonalisiert. Anderer-
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seits folgt aus MT = TA durch Multiplikation von rechts mit 7"’
M = TAT'. (3.147)

Offenbar gilt fiir das Element m;; von M dann die Beziehung

ms; = Z )\ktz’ktjkv (3.148)
k=1

tik, tjr die i-te Komponente des Eigenvektors tj, und ¢;; die j-te Komponente
von ti. Das Produkt #;:t;, ist dann das Element in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte von t;t}, so dass die Matrix M in der Form

n
M =" Mtit) (3.149)
k=1

dargestellt werden kann; tt) ist das dyadische Produkt des Vektors tj mit sich
selbst. Diese Darstellung heifit auch Spektraldarstellung von M.

3.9.5 Kovarianz und generalisierte Varianz

Es sei X eine zentrierte (m x n)-Datenmatrix, d.h. die Elemente von X seien
xij = Xij — ;3 X (4, ) ist das (4, j)-te Element der Matrix der Rohdaten. Die m
Zeilen von X stehen fiir "Fille” (Objekte, Personen), und die n Spalten von X
reprisentieren Variablen. Dann ist

1
C=—X'X (3.150)
m

die Varianz-Kovarianzmatrix fiir die Variablen. Sind die Elemente von X stan-
dardisiert worden, so gilt z;; = (X;; — Z)/s;, wbei s; die Standardabweichung
der Messwerte in der j-ten Spalte der Datenmatrix ist, und

R = lX’X
m

eine Korrelationsmatrix. S und R sind symmetrisch.

Varianz-Kovarianz-Matrizen werden oft als Summe dyadischer Produkte dar-
gestellt. Es sei X; der i-te Zeilenvektor der Datenmatrix X, deren Spalten Varia-
blen repésentieren und deren Zeilen Individuen, Objekte, oder Zeitpunkte repré-
sentieren. Die Elemente z;; der Matrix X seien zentriert. Die Kovarianz zwischen
j-ter und k-ter Variable ist s = Y ;" ;;xik. Nun ist aber z;jz;, das Element in
der j-ten Zeile und k-ten Spalte der durch das dyadische Produkt x;%; definierten
Matrix, do dass man auch

C= i X%, = i(f{i - %)(X; — X). (3.151)
=1 =1
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Diese Gleichung bezieht sich auf eine gegebene Stichprobe von Messungen von
n Variablen. Die Varianz-Kovarianz-Matrix wird oft auch anhand von Zufalls-
vektoren und ihrer Erwartungswerte definiert. So sei X' = (X1, Xo,...,X,,) ein
Zufallsvektor, dessen n Komponenten zufillige Variable sind, die die untersuchten
(gemessenen) Variablen représentieren. Die Matrix X enthélt in ihren Spalten die
Realisierungen der Komponenten; z;; ist die i-te Realisierung, also Messung, der
j-ten Variablen. Der Vektor der Erwartungswerte ist

E(X1) o
E(X) = E():@) o - (3.152)
E(Xn) Hn

Die Varianz-Kovarianz-Matrix wird dann als dyadisches Produkt von X mit sich
selbst angeschrieben:

T=E[(X—p)(X—p)] (3.153)
Um klar zu machen, was hier gemeint ist, soll ¥ ausgeschrieben werden:
[ [ X1 —m
Xo — 2
2 = ]E : (Xl_,ul,XQ—MQ,...,Xn—,U,n)
L Xn — n
(X1 — ) (X1 —p)(Xo —p2) -+ (X1 —pa) (X — i
_E (X2 — p2) (X1 — ) (X2 — p2)? e (X1 = p2) (X — )
(Xn =) (X1 — 1) (X — pn) (X2 — p2) -+ (Xy — Hn)Q
E(X1 — )’ E(Xy —p)(Xo —p2) -+ E(Xy — 1) (X — pin
| E(Xe = ) (X1 — ) E(X2 — p2)? o E(Xy = ) (Xn — i)
E(Xn — pn) (X1 — 1) E(Xp — pn) (X2 — p2) -+ E(Xn — Mn)Q

Fithrt man die Bezeichung o;; = E(X; — 11;)(X; — p15) ein, so erhélt man

011 012 - O1n
o921 022 -+ O
Onl On2 " Onp

Man kann C, wie in (3.151) erklirt, als Schitzung fiir ¥ ansehen, — aber (3.150)
ist dieselbe Schézung, nur in anderer Schreibweise.

Der in der folgenden Definition eingefiihrte Begriff der verallgemeinerten Va-
rianz ist gelegentlich niitzlich
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Definition 3.15 Die Determinante |X| der Varianz-Kovarianz-Matriz ¥ heifst
generalisierte oder verallgemeinerte Varianz. Fine Schdtzung der generalisierten
Varianz ist —|C|, wobei C in (3.151) erklirt wurde.

Die geometrische Interpretation einer Determinante ist die eines Volumens. Die
Menge der Vektoren x, fiir die

(x —x)'CHx —x) = (3.155)
gilt, definiert ein Ellipsoid (auch: Hyperellipsoid). Es kann gezeigt werden, dass

omn/2 1/2 .n
Volumen von {x|(x — x)'C7}(x — %) < ?} = ﬂnl“‘(nck)c’

(3.156)
mit

I'(n/2) = /0 "2 e tdt,

d.h. das Volumen ist proportional zur Wurzel aus der generalisierten Varianz.
Die Bedeutung dieser Beziehung ist analog zu der einer einfachen Varianz o2
bzw. der Schitzung s von o?: die generalisierte Varianz gibt einen Eindruck von
der Variabilitdt der Reprisentation der Variablen im n-dimensionalen Raum.

Soweit die Erlduterung einer Schreibweise fiir die Kovarianzmatrix. Im zwei-
ten Teil dieses Abschnitts soll ein alternativer Beweis des Satzes 77, Seite 77,
dass Kovarianzmatrizen positiv semidefinit sind, geliefert werden. Dieser soll der
weiteren Einiibung des Begriffs des Eigenvektors und dem mit ihm assoziierten
Eigenwert dienen.

3.9.6 Die Inverse einer symmetrischen Matrix

Es sei M € R™" eine symmetrische Matrix; M habe den Rang n, so dass M n
Eigenwerte ungleich Null hat. Gesucht wird die zu M inverse Matrix M 1. Sie
kann leicht aus (3.147) bestimmt werden:

M=t = (TAT) ! = (1) ATt

Wie oben bereits gezeigt ist aber T~! = T”, und ebenso folgt (T")~! = (T~1)~! =
T. A=! enthilt in den Diagonalzellen die Reziprokwerte der A;, als 1/A; (genau
dann ist A='A = I), also folgt
n
tyt)
M7t =TA'T =) =%
=

(3.157)

Anmerkung: Ein wichtiger Aspekt von (3.157) ist, dass alle Eigenwerte von M in
die Definition der zu M inversen Matrix M ~! eingehen. Hat M nicht den Rang n,
so ist mindestens einer der Eigenwerte gleich Null und (3.157) kann offenbar nicht
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mehr berechnet werden, d.h. die inverse Matrix existiert dann nicht. Wenn die
Matrix M vollen Rang hat, aber zumindest einige Eigenwerte klein sind, so wer-
den die Elemente von M ! groB. In der Regressionsstatistik 1t sich z.B. zeigen,
dass die Varianzen der Schitzungen fiir Regressionskoeflizienten und die Kovari-
anz zwischen den Schéitzungen fiir verschiedene Parameter proportional zu den
Elementen der Inversen der Kovarianzmatrix fiir die urspriinglichen Messungen,
also der Daten, sind. Sind die Kovarianzen zwischen den Messungen der Variablen
hoch, werden zumindest einige der Eigenwerte der Varianz-Kovarianz-Matrix M
klein. (3.157) impliziert, dass dann die Schitzungen der Regressionskoeffizienten
mit groflen Varianzen assoziert sind, d.h. die Schiatzungen sind dann instabil. [J

3.9.7 Die Wurzel aus einer positiv semidefiniten Matrix

Dass man Matrizen addieren und miteinander multiplizieren kann, ist bereits
gekldrt worden. Dass man auch eine Wurzel aus einer Matrix ziehen kann, zu-
mindest, wenn sie symmetrisch und positiv semidefinit ist, soll noch kurz erwéihnt
werden. Es sei M eine symmetrische und positiv semidefinite (n xn)-Matrix; dann
gilt

M =PAP', X\;>0,j=1,....n

und natiirlich A = diag(Ay, ..., \,). Fiir A liBt sich die Wurzel A'/? leicht defi-
nieren. Es ist
VM 0 - 0
0 VD -+ 0
A2 = : . (3.158)
0 0 - VA
Sicherlich gilt dann A = A/2AY/2. Man hat dann die

Definition 3.16 Es sei M eine symmetrische und positiv semidefinite (n x n)-
Magtriz. Die Matriz

MY? = PAY2P =3 \/N\epyph, (3.159)
k=1

heifit Wurzel der Matrixz M, wobei die p;, die Figenvektoren von M sind und Ay
die zugehorigen Figenwerte.

Man iiberzeugt sich sofort, dass diese Definition sinnvoll ist, denn es ist
MY2MY2 = PAVEPAYVIAY2P = PAP = M.
Es folgt sofort aus (3.159), dass M/? symmetrisch ist, denn
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3.9.8 Die Singularwertzerlegung (SVD)

Es sei X = [x1,...,Xp] eine (m x n)-Matrix X € R"" mit dem Rang r <
min(m,n). Es werden r m-dimensionale Basisvektoren Ly, ..., L, gesucht derart,
dass die m-dimensionalen Spaltenvektoren x; von X als Linearkombinationen der
Lj dargestellt werden konnen. Dies fiihrt auf den Ansatz

X =LA, (3.160)
A eine Matrix von Koeffizienten. Ist a; der j-te Spaltenvektor von A, so gilt
x;=1Laj, j=1,...,n (3.161)

Auf den ersten Blick mag es als notwendig erscheinen, zwei Matrizen — L und A —
bestimmen zu miissen. Nimmt man allerdings an, dass A derart definiert werden
kann, dass die Inverse A~! existiert, so liefert (3.160) nach Multiplikation von
rechts mit B = A~! die Beziehung

XB=L. (3.162)

Hat man also eine Matrix B mit existierender Inverse B~! = A gewihlt, so
ergeben sich die Spalten Lj; von L als Linearkombinationen der Spalten x; von
X:

Ly =Xbg, k=1,....7 (3.163)
b die k-te Spalte von B. Die Frage ist nun, nach welchen Kriterien die Matrix
B gewéhlt werden soll.

Es ist an dieser Stelle sinnvoll, sich die Eigenvektorgleichungen fiir die Kreuz-
produktmatrizen X’X und X X’ zu vergegenwiirtigen, wobei rg(X) = rg(X'X) =
rg(X X’) < min(m,n) gelte (vergl. (3.65), Seite 80):

(X'X)T, = TrAn, (3.164)
(XXNQy = QrAra. (3.165)

T, und @, enthalten die zu Eigenwerten ungleich Null korrespondierenden Eigen-
vektoren. T, ist eine (n X r)-Matrix und @, ist eine (m x r)-Matrix. A,; und A,q
enthalten ebenfalls nur die von Null verschiedenen r Eigenwerte. Dann gilt der

Satz 3.20 Es sei entsprechend (3.162) mit B =T,
XT, = L,. (3.166)

Die von Null verschiedenen Eigenwerte von X'X und X X' sind identisch, d.h.
es gilt Ap1 = Apo, und die normierten Spaltenvektoren von S, = LTAT_II/2 sind die

Eigenvektoren von X X', d.h. es gilt S, = Q.
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Beweis: Die Matrix L, ist sicher orthogonal, denn
L L, =T X'XT, =TT, AT/T, = Ay = diag(Aq, ..., \r).
Dieses Ergebnis bedeutet
LiLy = |Lel> =X, k=1,...,7 (3.167)

d.h. fiir die Lange von Ly gilt | Lg|| = v/Ax. Lx kann normiert werden, indem Ly
mit 1/4/A; multipliziert wird:
1
S — —F/—
V Ak

S, ist sicher orthonormal, denn

Ly, baw. S, = LA M2 (3.168)

S8y = A PL LA = ALPAAL = PN PN =

I, die (r x r)-Einheitsmatrix. Dann folgt L, = S’,,Aqln{2 und X 148t sich in der
Form

X = S, AT (3.169)

T

darstellen. Fiir X X’ erhilt man den Ausdruck
XX =S AT AN, = S, A4S (3.170)

Wegen der Orthonormalitit von S, folgt nach Multiplikation dieser Gleichung
von rechts mit .S,
(XX,)ST = SrArly (3171)

d.h. S, enthilt die zu Eigenwerten ungleich Null korrespondierenden Eigenvekto-
ren von X X’. Der Vergleich mit (3.165) zeigt, dass @, = S, und Ao = A,q.

O

Die Gleichung (3.169) ist als Singularwertzerlegung (SVD) der Matrix X be-
kannt, allerdings wird sie {iblicherweise in etwas anderer Form angeschrieben. Es
sei Q die (m x m)-Matrix der Matrix X X', d.h. Q enthéilt auch die n — r Eigen-
vektoren von X X', die zu den Eigenwerten gleich Null von X X’ korrespondieren,
falls » < min(m,n). Analog dazu sei T die Matrix aller Eigenvektoren von X’'X,
also einschlielich der Eigenvektoren, die zu Eigenwerten gleich Null von X’X
korrespondieren, falls r < min(m,n). Ferner sei

1/2
2 =AY2= ( A0 ) , (3.172)
0 0

wobei A, die von Null verschiedenen Eigenwerte von X’X bzw. X X’ enthilt
und die Nullen die n — r Zeilen bzw. Spalten von Nullen représentieren, falls
r < min(m,n). Dann hat man die
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Definition 3.17 Die Darstellung

X = QxT (3.173)

heif$t Singularwertzerlegung von X. Die Spaltenvektoren von @ heiffen Linkssin-
gularvektoren, die von T heiffen Rechtssingularvektoren, und die Diagonalele-
mente 0; = \/E von X heiffen Singularwerte.

Anmerkungen:

1.

In Abschnitt 3.6 wurde fiir eine beliebige Matrix X mit dem Rang rg(X)
die Beziehung (3.68) (Seite 81)), also X = UV hergeleitet, wobei U eine
Matrix mit 7 linear unabhéngigen m-dimensionalen Vektoren, V' eine (rxn)-
Matrix mit r linear unabhéngigen, n-dimensionalen Vektoren ist. Die SVD
kann als Spezialfall dieser Gleichung mit entweder U = Q, V = AY2T" oder
U= QA2 V =T gesehen werden. O

. Nach Definition 3.14, Seite 107, représentiert die Matrix T der Figenvek-

toren von X’X eine Hauptachsentransformation der Spalten von X. Die
Singularwertzerlegung von X ist dquivalent einer Hauptachsentransforma-
tion, denn XT = QAY2 = L.

. Im Satz 3.2 (Seite 78) wurde ausgesagt, dass jede (m x n)-Matrix X als

Produkt zweier Matrizen U und V' dargestellt werden kann, X = UV’,
wobei rg(X) = rg(U) = rg(V). Die SVD (3.173) ist ein solches Produkt;
man kann entweder U = Q und V' = XT" bzw. V = TY oder U = QX und
V =T setzen.

. Die englische Bezeichnung fiir 'Singularwertzerlegung’ ist singular value de-

composition, abgekiirzt SVD; diese Abkiirzung ist auch im Deutschen iib-
lich. Ein in der Psychologie haufig gebrauchter Ausdruck fiir die SVD ist
'Grundstruktur’ einer Matrix (engl. basic structure). Der Ausdruck ’Sin-
gularwertzerlegung’ ist allgemein in allen Wissenschaften, in denen eine
Zerlegung von Matrizen gewiinscht wird (Biologie, Medizin, Geologie, Kli-
maforschung, Archiologie, etc) gebriuchlich, weshalb auch hier von dieser
Bezeichnung Gebrauch gemacht wird.

. Die SVD ist nicht an eine Spaltenzentrierung oder Standardisierung der

Matrix X gebunden; eine SVD kann fiir eine beliebige Matrix X bestimmt
werden. Ist X eine (m X n)-Datenmatrix, bei der die Zeilen Fille und die
Spalten Variablen reprisentieren, so hat man im Allgemeinen m > n; dies
ist keine Bedingung fiir die SVD von X. U

Aus (3.173) folgen die Gleichungen

XT = Q% (3.174)
QX = X7, dhXQ=TY. (3.175)
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Diese beiden Gleichungen verdeutlichen die Beziehung zwischen den Eigenvekto-
ren in 7' und Q. Es sei q; der i-te Spaltenvektor von @) und t; der i-te Spalten-
vektor von 7', die Gleichungen (3.174) und (3.175) implizieren dann

Xt; = oiq, 1=1,....m (3.176)

X'q; = oit; (3.177)
woraus

X'Xt; = 0;X'q, = olt; (3.178)

XX'q, = o0;Xt; =0q;. (3.179)
folgt.

Darstellung der SVD iiber das dyadische Produkt: Die Zerlegung X =
QXT’ kann in der Form

n n
X =) onqti, = > Vaty, m>n (3.180)
k=1 k=1

dargestellt werden, wobei q; die Spaltenvektoren von @ und t; die Spaltenvekto-
ren von 7T’ sind. qjtg ist das dyadische Produkt dieser Vektoren. X kann also als
Summe von Matrizen aufgefasst werden, die jeweils eine Dimension représentie-
ren. Das Element z;; ist demnach durch die Summe

Tij = VMgt + -+ Anintjn (3.181)
gegeben, v/ A1¢i1tj1 ist der Beitrag der ersten latenten Dimension, etc.

Zentrierung: Es sei X eine Datenmatrix, bei der die Spalten Messwerte fiir
bestimmte Variablen représentieren. Ist man in erster Linie an der Analyse der
Beziehungen zwischen den Variablen — repréisentiert durch die Spalten von X
— interessiert, wird man die Spalten von X zentrieren, d.h. man wird z.B. von
den Messwerten X;; zu den Abweichungen z;; = X;; — Z; iibergehen, wobei
zj =), X;j/m der Mittelwert der Werte in der j-ten Spalte ist. Die x;; heiflen
zentrierte Werte. Dividiert man iiberdies die x;; noch durch die Standardabwei-
chungen s; der Werte in der j-ten Spalten, erhdlt man spaltenstandardisierte
Werte z;;. Es sei 1 der Einsvektor, d.h. der m-dimensionale Vektor, dessen Kom-
ponenten alle gleich 1 sind. Dann ist

S

x=—X'1 (3.182)

m

der Vektor der Spaltenmittelwerte. Enthélt X bereits zentrierte Werte, so ist
% = 0 der Nullvektor (die Summe der Abweichungen vom Mittelwert ist stets
gleich Null). Insbesondere gilt Z’T = 0. Fiir (spalten-)zentrierte oder (spalten-
)standardisierte Werte folgt dann Fiir

T'vX'T = @
TX1T = I/

!

(3.183)
(3.184)

=y
I
Sl o
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Zur Interpretation der Eigenwerte: Aus dem Vorangegangenen folgt
1 2
— =1 3.185
| (3.18)
1
EHLkW = s (3.186)

wobei s% die Varianz der Komponenten von Ly, ist. Wegen
T'X'XT = L'L = A = diag(|[Ly||%, . . ., || La||?) = diag(A1, ..., \)  (3.187)

sind deshalb die Eigenwerte \;, von X’X proportional zu den Varianzen sz der
Koordinaten der Fille auf den latenten Variablen, also

1 1
E|]Lk\|2 =52 = E)\k (3.188)

Analoge Betrachtungen gelten fiir den Fall der Zeilenzentrierung; man geht
dann von den Messwerten X;; zu den x;; = X — T(;) iiber, wobei Z() der Mittel-
wert der i-ten Zeile ist. Dieser Ansatz setzt voraus, dass es Sinn macht, iiber die
Variablen zu mitteln. Sind die Variablen verschiedene Grofien wie (i) galvanischer
Hautwiderstand, (i) Hormonkonzentration im Speichel, (iii) Herzrate, etc., so ist
nicht ganz klar, was Z(;) bedeuten soll.

3.10 Maximalprinzipien
3.10.1 Die Differentiation von Vektoren

Ein Vektor ist durch seine Komponenten festgelegt. Man kann dann fragen, wie
sich der Vektor verdndert, wenn man seine Komponenten verdndert. Solche Ver-
dnderungen lassen sich oft durch einen Differentialquotienten beschreiben. So sei
etwa x = (x1,9,...,2,). Dabei wird stillschweigend angenommen, dass keine
Komponente von der anderen abhéingt. Man definiert nun den Differentialquoti-
enten von x in Bezug auf die j-te Komponente x; durch

dl‘l/dl'j 0
dx : :
dxy/dx; 0

Es gibt noch einen zweiten Fall, bei dem die Komponente von einer Variablen,
etwa der Zeit ¢, abhéngen, so dass

wl(t)

X(t) = 2(t)

v (t)
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geschrieben wird. Man kann dann die Verdnderung von x mit ¢ durch den Vektor

dwy(t)/dt
dx(t) | dwa(t)/dt

dt :
d, (t) /dt

ausdriicken. Dieser Fall wird im Folgenden nicht behandelt.

Der Fall (3.189) tritt u.a. dann auf, wenn eine Grofie in Abhéngigkeit von
einem Vektor b = (by, ..., b,)" von Parametern maximiert oder minimiert werden
soll.

Es sei y = Ax; fiir eine gegebene Matrix A hingt y von x ab, so dass man

y = y(x) schreiben kann. Man findet dann als unmittelbare Konsequenz aus
(3.189)
y
—=A 3.190
ox ( )

3.10.2 Die Differentiation von quadratischen Formen

Bei der Schéitzung von Parametern kommt es immer wieder vor, quadratische
Formen Q(x) = x'Cx , wobei C eine symmetrische (n x n)-Matrix ist, nach dem
n-dimensionalen Vektor x zu differenzieren. Man differenziert zunéchst nach der
Komponente z; von x und findet (Kettenregel)

oQ

hierin sind e;Cx und x'Ce; Skalare. Nun ist € C' gleich dem j-ten Zeilenvektor
(¢j1,¢42, ..., ¢jn) von C, so dass

n

n
e}Cx = Z CikTp = Z$k0jk~
k=1

k=1

Weiter ist C'e; gleich der j-ten Spalte von C' und

n
/ — . .
xCe; = g TjChj-
k=1

Wegen der Symmetrie von C' sind aber die j-te Zeile und die j-te Spalte von C
identisch, so dass e;-C'X =x'Ce; und

9Q

i 2¢;Cx = 2x'Ce; (3.192)
Fasst man die Ausdriicke fiir alle j zusammen, so erhélt man
0Q Q _
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denn das Zusammenfassen der Einheitsvektoren e; fiihrt auf die Einheitsmatrix.
Damit hat man auch die Ableitung von ||x||*> = x’x nach x gefunden: es ist ja
x'x = x'Cx mit C = I, I die Identitdtsmatrix. Dann folgt

ox'x

ox

= 2x. (3.194)
Beispiel 3.13 Es gelte x’ Mx = k mit M’ = M und y’Ay = k, A eine Diagonal-
matrix. Weiter sei x = T'y, T'T = I. Dann folgt

xXMx=y'T'MTy =y'Ay =k, yeé&,
&y das durch A definierte Ellipsoid. Dann muf

diy'T'MTy)  d(y'Ay)

dy dy

gelten. Nach (3.193) mufl dann
2T'MTy = 2Ay
gelten, und nochmalige Differentiation nach y liefert dann
T'MT = A,

(vergl. (3.190)); diese Aussage wurde bereits auf Seite 99, wurde die Aussage
bereits ohne weitere Herleitung gefolgert (vergl. Gleichung (3.116). O

3.10.3 Die Methode der Kleinsten Quadrate

Es sei
y=Xb+e. (3.195)

Es wird im Allgemeinen angenommen, dass die Varianz-Kovarianz-Matrix der
Fehler e durch
V(e) = o’ (3.196)

gegeben ist, I die Einheitsmatrix, d.h. der Fehler ist fiir alle Komponenten von y
gleich und die Kovarianzen der Fehlerkomponenten sind alle gleich Null. Es gibt
zwei Moglichkeiten:

1. Die Spaltenvektoren x1, . ..,x, von X enthalten m Messwerte von p Variablen.
Xb ist dann die Linearkombination

Yo = Xb =bix1 + byxg + -+ + prp. (3197)

2. Der erste Spaltenvektor von X ist 1,, = (1,1,...,1)’, d.h. die erste Spalte von X
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enthélt nur Einsen. b ist dann ein (p+1)-dimensionaler Vektor b = (b, b1, ..., b,)’
und y, ist durch
Yo =Xb=10by+bix1 +--- +bpx, (3.198)

definiert.

X ist also eine (mxp)- oder (mxp+1)-dimensionale Matrix, wobei p < m bzw.
p+ 1 < m vorausgesetzt wird, y und e sind m-dimensionale Vektoren und b ist
ein p- bzw (p+ 1)-dimensionaler Vektor. Dies ist dass Allgemeine Lineare Modell;
y und X sind gegeben, b und e sind unbekannt, und es wird eine Schitzung b fiir
b gesucht derart, dassy = X b+é und &'é minimal ist. & ist im Allgemeinen nicht
gleich e, sondern hingt von b ab. Nach der Methode der Kleinsten Quadrate wird
b so bestimmt, dass é€’é minimal wird.

Nach (3.195) ist
le]* = ¢'e = (y — 2b)'(y — Xb) = Q(b),

mit e =y — Xb, und Q(b) nimmt einen extremen Wert an, wenn die Ableitung
dQ@/db gleich Null ist. Nach der Kettenregel folgt

dQ  dQde /
nach (3.190) und (3.193), und
d .
dQ = (y— Xb)X =0, (3.200)
db |, _¢

d.h. der Vektor y — X b ist orthogonal zu allen Spaltenvektoren von X, so dass
v X =bX'X,
woraus sofort
b=(X'X)"'X"y (3.201)

als Kleinste-Quadrate-Schétzung fiir b folgt. Die stillschweigende Voraussetzung
ist, dass die Inverse (X’X)~! existiert.

Anmerkungen: In Bezug auf (3.200) wurde angemerkt, dassy — X b orthogonal
zu allen Spaltenvektoren von X ist. Es ist aber, mit y = Xb,

y—Xb=y-—y=é (3.202)

d.h. der zu b korrespondierende Fehlervektor € ist orthogonal zu jedem Spalten-
vektor x; von X. Dariiber hinaus gilt

&'y =0, (3.203)

d.h. der Fehlervektor & ist orthogonal zu ¥, wie man leicht sieht: Es ist wegen
(3.201) )
y=Xb=XX'X)"'X"y, (3.204)
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so dass
Y-9'y=yy-¥y

= YXX'X) X'y -yXX'X)' X' X(X'X) 1y
YX(X'X) ' X'y -y X(X'X)" ' X'y = 0. (3.205)

(o
<>

Es sei P, = X(X'X)~1X'. Offenbar gilt PP, = P,; P, ist ein Beispiel fiir eine
idempotente Matrix.

Zur Ubung werde die einfache lineare Regression betrachtet, bei der y =
bix + byg + e mit b; und by als unbekannten Konstanten gilt. Fiir eine gegebene
Stichprobe von z- und y-Werten kann man dann

y=by+bx+e (3.206)

schreiben. Setzt man X = [1,x], so dass X eine Matrix ist, deren erste Spalte nur
Einsen und deren zweite Spalte die gemessenen x-Werte enthélt, so liefert (3.201)

die Schitzungen
5 -1
- b m, LT
Y Zl TiYi
und nach (3.95), Seite 91, ist

-1
< m 3 > _ 1 < i~ i ) (3.208)
DiTi DT my s ap — (30 w)* \ — 2 m
Fiir den Faktor im Ausdruck fiir die Inverse erhéilt man nach Multiplikation von
Zihler und Nenner mit 1/m?

Hierin ist

1 1/m? 1/m?
o= = /m :/m7

myai— (w5 e -3 s

und

B:a< i %5 Z,-l“i,>< 2 Yi )ZO((ZZ-I?ZZ-%Z%ZM%)'
— 2 Ti m > i TiYi =D T Vi m Y Ty

Diese Gleichung liefert

1 2 -1
N = et — = XYy
b = Tmiti 5 m 2 il (3.209)

SI
. o D TiYi — TY
by = a(mzwiyi—ZmZZ/z‘)zm Zs%
7 7 (2
Kov(z,y)

= LY (3.210)

2
Sz
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Der iibliche Ausdruck fiir by in der einfachen Regression ist by = Yy— 13196, und der
Ausdruck in (3.209) scheint davon abzuweichen, aber die beiden Ausdriicke sind
identisch. Um das zu sehen, mufl man den Ausdruck (3.209) erweitern:

— U 2o T 2 Tl
0o = > — 5
ST Sa
_ 3]% > x? — I+ Ty _ f% S iy — 32y + 32y
8% 3% ’
_ imXiwt-a?) Py HgYmyi—9) %
s2 s2 s2 52
K .
= V- Ov(f’y)i =7 —bhx, (3.211)
S

in Ubereinstimmung mit dem iiblichen Ausdruck, da ja % > 1:12 — 72 =52,

3.10.4 Generalisierte Kleinste Quadrate

Statt (3.196) gelte nun
V(e) = %%, (3.212)

wobei 02 € R unbekannt sei, die Varianz-Kovarianz-Matrix 3 aber bekannt sei. ¥
ist symmetrisch und werde als positiv-definit vorausgesetzt. Wenn, entgegen der
Annahme, die Fehler korreliert sind, kommt es zu Verschéitzungen fiir den Para-
metervektor b kommen. Wie zu zeigen ist, kann man das Problem korrelierender
Fehler in den Griff bekommen, wenn man

Q(b) = (y — Xb)'S ™ (y — Xb) (3.213)

minimalisiert. Man hat

aQ_ Iv—1 Iv—1 N
o = Xy (y — Xb)271X =0,

woraus
b= (X'21X) 1 X's 1y (3.214)

folgt.
In Abschnitt 3.16.4 wird gezeigt, dass eine symmetrische, positiv-definite Ma-
trix A in der Form A = LL' dargestellt werden kann, wobei L eine untere Drei-
ecksmatrix ist: alle Elemente oberhalb der Diagonalen sind gleich Null; dies ist

die Cholesky-Zerlegung von A. X ist eine symmetrische Matrix, so dass ¥ = LL’
gelten muf. Dann kann (3.213) in der Form

Q(b) = (y — Xb)'S"'57H(y — Xb) = (L' 'y — 57" Xb)' (5 'y — 7' Xb)
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geschrieben werden. Dies zeigt, dass die generalisierte Kleinste-Quadrate-Schétzung
dquivalent der Regression von S~'X auf S~y ist. Multipliziert man y = Xb+e
von links mit S~!, so erhilt man

Sy =S?Xb+ S e (3.215)
oder
y=Xb+eé, y=Sly, X=51X. (3.216)
Nun ist
V(@) =V(Sle) = S7V(e)SW! = 5716?85'S7! = 71, (3.217)

d.h. die Komponenten von € sind unkorreliert!

3.10.5 Extrema unter Nebenbedingungen

Es sei f(z1,...,x,) eine Funktion der Variablen zi,...,z,. Gesucht sind die
Zol,---,Ton, fur die f ein Maximum oder Minimum annimmt, wobei aber die
Nebenbedingung ¢(z1,...,z,) = k, k eine Konstante, beriicksichtigt werden
soll, d.h. der Vektor xg = (zo1,-.-,%on)" soll so bestimmt werden, dass auch
9(zo1,...,xon) = k erfiillt ist. Die Nebenbedingung kann auch in der Form
g(z1,...,oy) = 0 angeschrieben werden.

Der Einfachheit halber wird die Extremwertbestimmung fiir n = 2 durch-
gefiihrt; das Resultat iibertrdgt sich unmittelbar auf den Fall n > 2. Es wird
x = w1, y = x2 gesetzt. Es soll also f(x,y) unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0
bestimmt werden. g(x,y) = 0 bedeutet, dass es eine Funktion y = g(x) gibt, so
dass auch f(z,y) = f(z,g(z)) und g(z, g(x)) = 0 geschrieben werden kann. Geo-
metrisch beschreibt f(z,y) eine Fliche im 3-dimensionalen Raum und g(z,y) =0
beschreibt eine Kurve in der X x Y-Ebene. Die Nebenbedingung g = 0 bedeu-
tet, dass man f(z,y) nur fiir diejenigen Punkte berechnet, die auf der Kurve
g(x,y) = 0 liegen; dafiir werde f; = f(z,y|g(x,y) = 0) geschrieben. Die Menge
der Punkte (z,y), fir die f(z,y) = k eine Konstante ist, definiert einer Hohenli-
nie von f(z,y). Dann existiert eine Konstante k = ¢, die die Kurve f; genau dort
beriihrt, wo diese ihr Maximum annimmt.

Man hat die Ableitungen

of (@, g(x)) _ 0f  0f dg(x)
Ox 0x Oy dx

= fo+ fyg/7

wobei die Kettenregel angewendet wurde. Analog erhilt man fiir g
dg _ 99

_ 0Oy | 0gdg(x)
de  Oxr Oy dx

= o+ 9y
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Die Extremwerte werden bestimmt, indem man die entsprechenden Ableitungen
gleich Null setzt. Dementsprechend erhélt man die Gleichungen

fot fyg = 0 (3.218)
g +agy9 = 0 (3.219)

Die bisher hergeleiteten Ableitungen enthalten noch die Ableitung ¢’ von g. Um
das Extremum zu bestimmen, eliminiert man am besten ¢’, da die Bestimmung
von ¢" kompliziert sein kann. Man hat ¢ = —f,/f, = —g¢2/9y; diese Beziehung
bedeutet, dass die Gradientenvektoren (fz, f,) und (gz, gy)’ dieselbe Orientierung
haben, d.h. sie unterscheiden sich allenfalls in ihrer Lénge, so dass man

(5)=(5) -

schreiben kann. A € R ist ein neuer, freier Parameter, der sogenannte Lagrange-
Faktor oder auch Lagrange-Multiplikator. Er driickt einfach aus, dass man nur
etwas {iber die Orientierung, nicht aber iiber die Lénge der Gradientenvektoren
am Ort des Maximums weif. Die Vektorgleichung (3.220) zusammen mit der
Bedingung g(z,y) = 0 fiihrt sofort auf ein System von 3 Gleichungen in drei
Unbekannten z,y und A:

fe—=Xge = O (3.221)
fy—Xgy = 0 (3.222)
g(z,y) = 0 (3.223)

Diese Uberlegungen miissen nicht immer explizit durchgefithrt werden, denn sie
implizieren die Moglichkeit, von vorn herein die Lagrange-Funktion (z,y, A) auf-
zustellen:

L(xvyaA) :f(xvy)+>‘g($7y)’ g(x,y) =0 (3224)

L nach z, y und X partiell zu differenzieren und die partiellen Ableitungen gleich
Null zu setzen.

Damit ist das Problem der Bestimmung eines Extremums unter Nebenbedin-
gungen gelost. Der Parameter A heifit Lagrange-Faktor oder Lagrangescher Mul-
tiplikator und die drei Gleichungen (3.221), (3.222) und (3.223) heiflen zusammen
die Langrangesche Multiplikatorenregel, nach dem italo-franzosischen Mathema-
tiker und Astronomen Joseph-Louis de Lagrange (1736 — 1813), der diese Regel
1788 herleitete.

Beispiel 3.14 Gegeben sei die Funktion f(z,y) =6 — 22 — %yQ und die Neben-
bedingung = + y = 2, die in der Form g(x,y) = x + y — 2 = 0 angeschrieben
werden kann. Dann ist

2

fz:_2ma fy:_gya gJU:]-a gy:1
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und man erhélt das Gleichungssystem

—2x+A1 = 0
2

“Zy+Al = 0
5t

r+y—2 = 0,

woraus = 1/2, y = 3/2 und A = —1 folgt. O

3.10.6 Der Rayleigh-Quotient und seine Maximierung

Bei vielen multivariaten Verfahren sollen bestimmte Gréfien maximiert oder mi-
nimiert werden: bei der PCA soll die Varianz der Koordinaten auf der ersten
latenten Dimension maximiert werden, bei der Kanonischen Korrelation die Kor-
relation zwischen den latenten Variablen zweier Datensdtze maximiert werden,
bei der Diskriminanzanalyse soll die Varianz zwischen Gruppen von Féllen ma-
ximiert werden, etc. Es wird deshalb zunéchst ein allgemeines Maximumprinzip
eingefiihrt, das den Begriff des Rayleigh-Quotienten voraussetzt:

Definition 3.18 Fs sei A eine symmetrische Matriz. Der Quotient

ZAx o Ax
B@) = g = TP

(3.225)

heifit Rayleigh-Quotient'® oder Rayleigh-Koeffizient.

Es sei Av = Av, d.h. v ist ein Eigenvektor von A und A ist der zugehorige
Eigenwert. Setzt man fiir x den Eigenvektor v in (3.225) ein, so ergibt sich
/A /A /
VAV _ YAV _\EY ) (3.226)

v'v v'v viv

d.h. fiir den Fall, dass x ein Eigenvektor von A ist, ist der Rayleigh-Quotient gleich
dem zugehorigen Eigenwert. Der folgende Satz von Courant-Fisher verweist auf
bestimmte Maximumseigenschaften von Eigenvektoren und ihren zugeordneten
Figenwerten und erweist sich als ausgesprochen niitzlich bei Betrachtungen zur
Bestimmung latenter Variablen wie etwa die PCA, Diskriminanzanalyse und Ka-
nonische Korrelation.

Satz 3.21 (Satz von Courant-Fischer) Es sei A eine symmetrische, positiv defi-
nite Matriz mit den Eigenwerten Ay > --- > \,. Dann ist

A
max 22 max \j = Ap, (3.227)
o0 T j

19Nach dem britischen Physiker John William Strutt, Dritter Baron Rayleigh (1842-1919)

127



und der Vektor x, fiir den das Mazimum angenommen wird, ist der zu A1 korre-
spondierende Figenvektor t;. Weiter gilt

A
min = “ = min \;, (3.228)
A0 rx J

mit dem zugehdrigen Figenvektor vpyiy.

Zur Hlustration und Ubung werden zwei verschiedene Beweise gegeben.

Beweis 1: Als Nebenbedingung werde x'x = [|x||> = 1 gesetzt. Nach den Regeln
zur Maximierung unter Nebenbedingungen ist dann die Funktion
x' Ax

Q=—-AMxx—-1)=xAx - A\(x'x - 1)

X'X

zu maximieren, wobei A ein Lagrange-Faktor ist. Man erhélt sofort

8—Q = 2A4Ax — 2)\x.
ox

Es sei 0Q/0x = 0 fir x = u. Dann folgt sofort Au = Au, d.h. der Rayleigh-
Quotient wird maximal, wenn x = u gilt, wenn also x gleich dem ersten Eigen-
vektor von A ist, und wenn A gleich dem zugehorigen Eigenwert ist. n

Beweis 2: Es sei A = TAT’ die Spektralzerlegung von A, d.h. T sei die Matrix
der Eigenvektoren von A und A die dazu korrespondierende Diagonalmatrix der
Eigenwerte von A. Dann hat man

x' Ax B x'TAT'x
x'x  XTT'x’

denn 77" = I. Mit s = T'x erhilt man dann

x'TAT'x B s’'As B Z?:l /\jS?

/ v glg n 2
x'TT'x s's > i1 55

S )\maxa

denn wenn man die A\; durch Ap.x = max; \; ersetzt, ist ja

n n n
D AT <) Amax] = Amax Y S5, (3.229)
j=1 j=1 j=1

und die Summe der s? kiirzt sich heraus. Ersetzt man die A; durch min; A;, so
findet man

D s >min); Y 87, (3.230)
X J X
7j=1 7=1

und man hat (3.228) nachgewiesen.
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Jetzt mufl noch gezeigt werden, fiir welchen Vektor x das Maximum angenom-
men wird. Es sei t1 der zu Aax = A1 korrespondierende Eigenvektor. Dann werde
x = t1 gesetzt. Dann folgt s = T"x = T"t1, und wegen der Orthonormalitéit der

Eigenvektoren in T' erhélt man 7't1 = (1,0,...,0)’ = eq, so dass s's = €| e; =1,
und
|A]| = max | Axl> = [At1], = t]At; = ).
x#0 HXHQ tlltl
Fiir x = t; wird also der Maximalwert A\; angenommen. U

Beispiel 3.15 Latente Variable mit maximaler Varianz: Es sei X eine
(m x n)-Datenmatrix; die SVD fiir X ist X = QAY?P’ = LP'. L enthilt or-
thogonale Basisvektoren fiir die Spaltenvektoren von X. Es ist XX’ = QAQ’,
Q@ die Matrix der orthonormalen Eigenvektoren von X X', so dass Q'(XX')Q =
A, dh. q)(XX')q; = A1, und bei der iiblichen Aordnung A\; > -+ > ), ist
dies der maximale Wert des Rayleigh-Quotienten. Nach (3.188) ist fiir zentrier-
te Messwerte die Varianz der Komponenten des k-ten Spaltenvektors L; von L
durch L} Ly, = ||Ly||? = A\ gegeben (bis auf den Faktor 1/m). Nach Satz 3.21 ha-
ben dann die Komponenten von Lj die grofitmogliche Varianz, die von Ly haben
die zweitmaximale Varianz, etc. Denn mit A = X X' gilt ja A = QAQ’ und

/
x Ax
/
max —— = q;Aq; = A,
x  xX'x

und Ly = \iq;, LiL; = A\iqjq; = A\ wegen der Normiertheit der qy. Dies ist
das PCA-Prinzip. O

Die folgende Aussage vervollstdndigt den Satz von Courant-Fischer und ist
eher ein Korollar zu diesem Satz.

Satz 3.22 FEs sei A wie in Satz 3.21 definiert. Dann gilt

o Ax
el 231
X~ Xet+1, Kk <n, (3.231)

fiir € = ty4q der (k + 1)-te Eigenvektor. (L steht fiir "ist orthogonal zu”.)

Beweis: Es sei wieder T = [t1] - - - [t,,] die Matrix der Eigenvektoren von A. Dann
existieren relle Zahlen y1,...,y, derart, dass ein Vektor x in der Form x = Ty
dargestellt werden kann, wobei die Komponenten von y durch die y; gegeben
sind. Nun soll speziell x 1 tq,...,t; gelten. Dann mufl aber

Vix = yithts + yotito + -+ ypthtn = yp = 0

gelten, denn tjt; = 1, so dass yt)ty = yi. Die Forderung der Orthogonalitéit
von x zu den ersten k Eigenvektoren impliziert also y; = --- = yr = 0. Dann
folgt aus (3.227)

XAx Dk NjY;

x'x ikl y;
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und analog zur Argumentation im Beweis zu Satz 3.21 folgt (3.231). O

Anmerkung: Der Satz 3.22 ist hier als eine Art Korollar zu Satz 3.21 auf-
gefithrt worden, aber Satz 3.22 kann natiirlich auch als die allgemeine Version

des Satzes von Courant-Fischer betrachtet werden: Fiir £ = 0 betrachtet man

max, g x};ﬂ:‘ = A1, und fiir kK = n — 1 erhélt man

x' Ax
max ——— = \,.

3.10.7 Vektor- und Matrixnormen

Es ist immer wieder von normierten Vektoren die Rede gewesen: ein Vektor x ist
normiert, wenn ||x|| = 1, wobei ||x|| die Lénge im Sinne des Satzes von Pythagoras
ist, man spricht auch von Euklidischer Norm. Dies ist ein Spezialfall, die Norm
eines Vektors kan allgemeiner definiert werden.

Die Norm eines Vektors definiert, in welchem Sinne von der "Go6fle” eines Vek-
tors gesprochen werden soll, — die iibliche euklidische Norm ||x|| = (3, 22)/2 de-
finiert die Linge des Vektors x als seine "Gro8e”??. Ebenso kann eine Matriznorm
definiert werden. Dieser Begriff erweist sich als niitzlich, wenn bestimmte Maxima
oder Minima gefunden werden sollen, etwa die Varianzen von Projektionen einer
Punktekonfiguration auf bestimmte Dimensionen, oder die Giite der Approxima-

tion an eine Datenmatrix. Es wird zuerst der Begriff der Vektornorm spezifiziert:

Definition 3.19 Es seien € R™ n-dimensionale Vektoren. Eine Vektornorm
ist eine Abildung f : R™ — R (d.h. es wird einem Vektor x eine bestimmte reelle
Zahl zugeordnet), die den Bedingungen

1. f(2) = 0,

2. flz+y) < f(=) + fy),

3. flax) = af(x), fira e R

gentigt. Dann heifit f eine Vektornorm. f wird durch f(x) = ||| notiert. Der
Einheitsvektor in Bezug auf eine Norm || - || ist derjenige Vektor, fir den ||| = 1
gilt.

Von besonderem Interesse sind die p-Normen

1/p

n
Ixllp = (1P + -+ )P = | D P | (3.232)
j=1

20Um sich eine inhaltliche Vorstellung zu machen, stelle man sich vor dass die Komponenten
x; von x MaBe fiir Begabungen M, ..., M, reprisentieren. Dann ist ||x|| ein mdgliches Ma$ fiir
die Gesamtbegabung einer Person.

130



Fiir p = 1 erhélt man die 1-Norm
n
Il = (1] + - + |2nl) = > |- (3.233)
j=1

und fiir p = 2 die euklidische Norm

1/2
n
Ixllz = (f1] + -+ |22 = [ Dl | = Va'x, (3.234)
j=1
Fiir p = oo schlieBlich findet man die Maximum-Norm
xlloo = max |a:. (3.235)

Die Maximum-Norm ergibt sich aus der p-Norm fiir p — co. Es seil £ = Tpax die
maximale Komponente von x. Dann ist

1/p

n
|z |P
[%[lp = | |zkl 2 il

Wegen |z;|/|zi| < 1 fiir alle j # k folgt limy, o0 |7 /|2x|P — O fir j # k und
|z [P /|zx|P = 1 fir j = k, so dass

lim [xllp = @ = T

Matrixnormen: Der Begriff der Norm kann auch auf Matrizen angewendet wer-
den:

Definition 3.20 Es sei R™*" die Menge der rellen (m x n)-Matrizen®'. Eine
Matrixnorm ist eine Abbildung || - || : R™*"™ — Ry, Ry die Menge der reellen
Zahlen grifier oder gleich Null, und A — ||A| derart, dass

1. ||A|l = 0 genau dann, wenn A =0 die Nullmatriz ist,

2. X[ = AJI4],

5. |A+B| < ] + Bl

gilt. Zusammen mit der Norm || - || wird der Vektorraum der (m x n)-Matrizen
dann zu einem normierten Vektorraum (R™*™ || - ||).

Es gibt verschiedene Normen, von denen hier einige als Beispiel genannt wer-
den:

21 Diese Definition ist etwas vereinfacht formuliert, eigentlich muf es heiflen: es sei K = R der
Korper der rellen Zahlen und K™*™ = R™*"™ die Menge der reellen (m X n)-Matrizen, etc

131



1. Die Frobenius-Norm.

1/2

[AllF = ZZ!GU‘!Q . (3.236)

i=1 j=1

Fiir diese Norm wird auch der Name Schur-Norm oder Hilbert-Schmidi-
Norm verwendet.

2. Die p-Norm: sie ist definiert durch

A
All, = max 12l
x#0 HXHP

(3.237)

Da Ax =y ein Vektor ist, ist || Ax||, eigentlich eine Vektornorm; allgemein
heiflen Normen der Form

A
1A = max 14|
x40 |||

(3.238)

durch eine Vektornorm induzierte Normen.

Die Frobenius- und die p-Norm sind die am h&ufigsten vorkommenden Ma-
trixnormen. Fiir ||Al|, gilt, wenn A eine (m x n)-Matrix ist,

(43

Speziell fiir p = 2 ist mit y = Ax die Norm [|Ax]|2 durch die Norm |y||2 =

= max ||Ax],. (3.239)

Allp, = sup =
[A[lp = sup p Ixlp=1

x#£0

(y'y)'? = ||yl gegeben, und nach dem Courant-Fischer Theorem 3.21 findet
man
HA||2 = ||Hﬁaxl ||AXH2 =V /\ma)q (3240)
x|l2=

wobei A\pax der maximale Eigenwert von A’A ist. Fiir die Frobenius-Norm findet
man

Satz 3.23 Es sei A eine (m x n)-Matriz. Fir die Frobenius-Norm || A||r gilt
n
IAIF = spur(AAT) =) A (3.241)
i=1

wobei A\ > Ao > --- > N\, die Eigenwerte von A’A sind.

Beweis: Auf A kann die SVD angewendet werden: A = QAY/2P’, Aj >0 fiir j =
1,...,n. Dann ist AA’ = QAY2P'PAY2Q" = QAQ’, und die Diagonalelemente
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von QAQ’ sind von der Form ), /\iq]zi fiir 7 = 1,...,n Die Spur von A’A ist die
Summe dieser Diagonalelemente, d.h.

n n n n
s ad) = 33 A = N
j=11i=1 i=1  j=1
Aber Z?:l q?j =1 fiir alle 7, da Q orthonormal ist, d.h. die Eigenvektoren haben
alle die Lange 1. Damit ist (3.241) gezeigt. O

Anmerkung: A = QA'/2P impliziert A’A = PAP’ und wegen der Orthonor-
malitéit der Spaltenvektoren von P folgt in analoger Weise

spur(A’A) = Z Aj. (3.242)
i=1

3.10.8 Die Approximation von Matrizen

Der folgende Satz macht eine Aussage iiber die Giite der Approximation einer
Matrix A durch eine Matrix mit kleinerem Rang. So sei etwa A = X eine Daten-
matrix mit dem Rang n und man will versuchen, X durch eine Matrix X, mit
dem Rang r < n zu approximieren, d.h. durch moglichst wenige latente Variable
zu "erkléren”.

Satz 3.24 Es seien A und Ay (m x n)-Matrizen, m > n, und es seien die Ma-
trizen A und Ay durch

n k

A=QANPP =" \/Xjqp), Ap= QAP = > VAig;p; (3.243)

Jj=1 Jj=1

definiert, wobei A = diag(A1,Aa, -+, An) mit Ay > Ao > -+ > Ny und A =
diag(A1, A2, -+, Ap) mit k < n sei. Dann gilt

A = Akll2 = v Akt1- (3.244)
Beweis: Es ist A = QLP, A, = Q¥;P', wobei & = AY2, %, = A% A die

Diagonalmatrix der Eigenwerte von A’A, Ay die Diagonalmatrix der ersten k
Eigenwerte. Dann ist

A— A =QSP — Q5P = Q(S — )P = QS P,
¥* = diag(0,...,0,0k41,...,00), 05 = /Aj. Da ||All2 = omax = o1 im Falle

k
geordneter Singularwerte ox41 > --- > oy, folgt
[A = Agllz = okt1 = v/ Apt1,
da nun oxy1 der maximale Singularwert ist. O

Anmerkungen:
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1. Die Approximation wird trivialerweise immer besser, je grofler der Wert von
k, da ja der Wert von Apy; mit grofler werdendem k& immer kleiner wird.
Der nichttriviale Teil der Aussage ist, dass ||A — Ag||2 gerade dem Wert von

v/ Ak+1 entspricht.

2. Bei der Approximation von A durch Aj wurde von der SVD von A Gebrauch
gemacht. Die Gleichung A = QA'/2P’ ist insofern trivial, als die SVD stets
gilt. Dass man A durch A, approximiert, wobei Ay nur durch die ersten
k Terme der SVD definiert ist, kann zur Frage fithren, ob es eine andere
Représentation fiir Ay gibt, die nicht auf der SVD beruht, aber besser ist
in dem Sinne, dass ||A — Ag||2 < y/Ak+1. Eine solche gibt es nicht, wie noch
gezeigt werden wird.

3. Man vergleiche die Aussage (3.244) mit der Aussage (3.243) von Satz 3.21.
Wie die Gleichung (3.181), also die SVD von A, zeigt, ist A additiv durch
Matrizen aufgebaut, die jeweils als dyadisches Produkt der Singularvektoren
q,; und p; definiert sind und die jeweils den Rang 1 haben (vergl. Satz 3.4,
Seite 82). Der Rang rg(A) < min(m,n) ist durch die Anzahl der von Null
verschiedenen Eigenwerte A; und damit durch die Anzahl der von Null
verschiedenen o1q;p; gegeben. Da die ersten k Eigenwerte von A und Ay
identisch sind, enthélt die Differenz AY/2 — Ai/ > nur Nullen, und der erste

von Null verschiedene Wert in der Diagonalen ist ox11 = 1/ Ak+1. Da die

Eigenwerte A; in A der Gréfie nach angeordnet sind, ist o1 nun der grofite

Singularwert fiir A — Ay. O

Im Folgenden bedeutet minyg(p)—t [|[X — B|| bzw minyg(p)— [| X — B||r die-
jenige Matrix B, die (i) den Rang rg(B) = k hat und die (ii) den Wert fir die
Norm || X — B|| bzw. || X — B||r minimiert. Es kann nun der folgende Satz bewiesen
werden:

Satz 3.25 Es seien A und B (m X n)-Matrizen mit m > n, wobei A den Rang r
und B den Rang k < r habe. Weiter sei

k
A= QNP =3 /A1), (3.245)
j=1

Ay die zu den ersten®? k Eigenvektoren korrespondierenden Eigenwerte von X
enthdlt. Dann gilt

i A—Blla=|A- A = =/ 3.246
BeRva’?,IT%(B):kH 2 = || kll2 = op+1 k1 ( )

22Es wird angenommen, dass die Eigenwerte der Grofie nach geordnet sind, A1 > A2 > -+ > A
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Anmerkung: Dieser Satz wird gelegentlich als Satz von Eckart & Young be-
zeichnet, weil Eckart & Young (1936) eine derartige Aussage vorgestellt haben,
allerdings nicht mit diesem Beweis. Tatséchlich hat schon Schmidt (1907) diese
Aussage vorgestellt, und Mirsky (1960) hat diesen und den folgenden Satz 3.26 in
allgemeiner Weise bewiesen, so dass auch zusammenfassend vom Schmidt-Mirsky-
Theorem gesprochen wird.

Beweis: Zur Vereinfachung werde

[A = Buin || = min A= Bl
BeRm™ rg(B)=k

gesetzt. Zu zeigen ist, dass

min A= Bl = |4~ Ay
BeR™ 18(B)=k

Dazu werde angenommen, dass
|A = Buinll < [|A — Ag[l2.

Die Ungleichung bleibt bestehen, wenn beide Seiten mit dem gleichen Faktor (>
0) multipliziert werden. Fiir alle n-dimensionalen Vektoren b gilt dann

A = Buin||[b[} < |4 = Ag[l2[[b]| = o1 [|b].
Dann gilt auch
(A = Buin)b|| < [I(A = Ap)b|| < opsa|b]].

Insbesondere kann dann b als Linearkombination der ersten k+1 (Eigen-)Vektoren
von P gewahlt werden: sind also gerade die ersten k41 Spalten von P die Spalten
von Pyi1,s0seib = Py 1Xx=x1P; + + Tp41Pgy- Es ist

-Bminb = BminPk—i—lXa

Binin Pr+1 ist also eine (m x (k+1))-Matrix. Nach Satz 3.3, Gleichung (3.69) (Seite
82) ist aber rg(BuminPr+1) < min(rg(Bmin)),r8(Pr+1)) = k, da ja rg(Bumin) = k
nach Voraussetzung. Dann folgt aber

rg(BminPk+1) + dim(kern(BminPk+1)) =k+ 1,

d.h.
dim(kern(BpinPr+1)) > k+1 -k =1.

Also enthélt kern(Byin Px+1) mindestens einen Vektor x mit B Pry1X = 0. Es
sei also x € kern(Bpin Px+1); dann folgt

[Ab — Buinb|| = [|APp41x[| < [[(APpi1x = ApPryax|| < o4 ][b]]-
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Es ist aber
|A Prgrx|| < [[(A = A Pega||Ix]| < orqrlb],

d.h.
01 < Of+1,

im Widerspruch zu o1 > oj41. Damit gilt (3.246). O

Satz 3.26 (Satz von Schmidt-Mirsky) Es sei A und Bin (m x n)-Matrizen mit
m > n, wobei A den Rang r und B den Rang k < r habe, Bnin sei wie in Satz
3.25 definiert und Ay sei wie in (3.245) definiert. Dann gilt

zn: A, (3.247)

j=k+1

||A - Bmin”F =

wobei || - || die Frobenius-Norm ist.

Beweis: Die Anwendung der SVD auf A — Ay liefert

14 — A2 = |Q(AY? — A/ P = ZA - Z No= AR - 3 A

j=k+1 j=k+1

Bin kann als Summe von durch dyadische Produkte definierte Matrizen definiert

werden, also
m1n - § Xija

wobei die x; m-dimensionale und die y; n-dimensionale Vektoren sind. Da auch
fiir Bimin eine Singularwertzerlegung gilt, konnen fiir x; und y; die jeweils mit
/0 multiplizierten Links- und Rechtssingulérvektoren von Buin gewéhlt werden,
d.h. man kann orthogonale Vektoren wéhlen. Zu zeigen ist dann, dass

k k
1A= x5yl = A7 =D A
i=1 j=1

Nach Definition der Frobenius-Norm hat man

k
1A= iyl = spur | (A=) x5y (A= xy;)
j=1 : ‘

j=1 j=1
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Es ist spur((y; — A'x;)(y; — A'xj) > 0, spur(A'x;x}A) = ||A'x;|| und es ist zu

zeigen, dass
k
Z 14%;]1* < Z

Die SVD von A sei A = QEP’, und es sei Py = Hp1| Prl0], P2 = [|0|Pgy1] - - - [Pnl]s
sodass P = [P;|P,]. Analog dazu sei ¥; = diag(o1,...,0k), X2 = diag(ox+1, ..., 0n)-
Dann hat man
IA%;| = IQEP'|F = I=P'x;]|% =

= Z1Px;l1F + 1Z2PoxyllE + A — A+ M (1P %3] = 1 P15 — |1 Pox;]1 %)

= e+ (ISPrxgl[5 — Ml PixglI7) = M1 — [[P'x;7)

() (2)

Der Term (1) ist positiv, ebenso (2), da P orthonormal, und x; ist ebenfalls
orthonormal. Dann folgt

k k
DA < kA D (PP = Ml P )
— =
ko k
= k‘)\k—kzz Aj) Vi x|?
7j=11i=1
k k
< D) e i) =0
i=1 =1

3.11 Basen und Transformationen von Basen

Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum. Jede Menge von n linear unabhéngigen,
n-dimensionalen Vektoren aus V ist eine Basis von V, und es fragt sich, welche
Basis man wéhlen soll, wenn man eine Menge von Datenvektoren x;, j = 1,...,n
als Linearkombination von Basisvektoren reprisentieren will. Bevor auf diese Fra-
ge ndher eingegangen wird, sollen ein paar grundsitzliche Sachverhalte geklart
werden.

Es seien B = (by,...,b,) und C = (cy,...,x,) irgend zwei Basen des Vek-
torraums V. Dann gilt

LB)=LEC)=V

und damit sind die b; € £(C) und die c¢; € L(B). Jeder Basisvektor c; 1a8t sich
als Linearkombination der Basisvektoren b; darstellen und umgekehrt, d.h. es
gelten die Gleichungen

c; = tyjbi+---+t,b,=Bt;, j=1,....n (3.248)
b; = syjci+---+spic, = C’sj (3.249)
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wobei B eine Matrix ist, die entsteht, wenn man die b; spaltenweise zu einer
Matrix zusammenfasst, und C' ist analog die Matrix, deren Spaltenvektoren die
cj sind. t; = (t15,...,tn;) und s; = (s1j,...,8p;)". Ist T die Matrix mit den
t; als Spaltenvektoren und S die Matrix mit den s; als Spaltenvektoren, so sind
(3.248) und (3.249) dquivalent zu

C = BT (3.250)
B = CS. (3.251)

Setzt man die rechte Seite von (3.251) fiir B in (3.250) ein, so erhélt man C' =
CST. C hat vollen Rang, so dass C~! existiert und es folgt C~1C = C~1CST =
ST = I. Da C und B Basen reprisentieren, miissen beide Matrizen den vollen
Rang n haben, so dass rg(C) = rg(BT). Nach Satz 3.3, Seite 82, gilt

rg(C) < min(rg(B),rg(T)) < rg(B).

Aus der Definition von B und C' als Matrizen, deren Spalten Basisvektoren sind,
folgt natiirlich schon, dass rg(B) = rg(C) und damit rg(B) = rg(C) = rg(T),
woraus wiederum die Existenz von 7! folgt. Dann hat man aber STT~' = T,
also

S=1"1 (3.252)
Analog folgt die Existenz von S—!.

Formal sind die verschiedenen Basen eines Vektorraums einander dquivalent.
Will man Daten interpretieren, so mufl man sich fiir eine der Basen entscheiden.
Die Entscheidung mufl anhand von Kriterien geschehen, die sich aus dem Begriff
des Vektorraums oder dem der Basis eines Vektoraumes selbst nicht herleiten
lassen. Hier soll noch auf die Suche nach einer Basis fiir eine gegebene (m x n)-
Datenmatrix X eingegangen werden.

Formal gesehen sind die Spaltenvektoren von X eine Stichprobe von n m-
dimensionalen Vektoren aus einem m-dimensionalen Vektorraum, bzw. eine Stich-
probe von m n-dimensionalen Vektoren aus einem n-dimensionalen Vektorraum.
Fiir m > n kann nur eine Teilbasis mit maximal n m-dimensionalen Basisvektoren
gewéhlt werden. Solche Teilbasen sollen mit B;!, bezeichnet werden: der untere
Index m gibt die Dimensionalitit der Vektoren an, der obere Index n mit n < m
die Anzahl der linear unabhéngigen Vektoren, die in der Teilbasis enthalten sein
miissen. Natiirlich gibt es viele solche Teilbasen, aber man mufl aus der Menge
dieser Teilbasen eine Basis B}, auswéhlen, deren lineare Hiille die Datenvekto-
ren enthélt: xp,...,x, € L£(B}},). Dass nicht jede Teilbasis B}, die Datenvektoren
erkldren kann macht man sich anschaulich klar, wenn man an die Menge der 2-
dimensionalen Teilrdume — also die Menge der Ebenen — in einem 3-dimensionalen
Raum denkt: wenn zwei Ebenen nicht parallel sind, schneiden sich sich und die
Schnittfliche ist eine Gerade, also ein 1-dimensionaler Teilraum. Zwei Basen, von
denen die eine die Vektoren aus der Ebene E; generiert und die zweite die aus der
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Ebene E5 kénnen 3-dimensionale Datenvektoren nur dann als Linearkombinatio-
nen erzeugen, wenn die Datenvektoren eben in diesem 1-dimensionalen Teilraum
liegen.

Man wird also nur solche Basen wéhlen konnen, die in der linearen Hiille
L, = L(by,...,by) liegen. Sind B; und By zwei Basen aus £,, so wird man sie
wieder ineinander tiberfithren kénnen und es gelten die Beziehungen (3.250) und
(3.251). Tatséchlich ist es so, dass man eine Basis fiir die Datenvektoren aus eben
diesen Vektoren errechnen muf}, — im allgemeinen hat man ja keine Information
iiber die Basis aufler der, die in den Daten steckt. Das bedeutet, dass man die
Basisvektoren als Linearkombinationen der Datenvektoren berechnen muf3, wobei
zu beriicksichtigen sein wird, dass die Anzahl r der benétigten Basisvektoren
kleiner als n sein kann.

Analoge Betrachtungen gelten fiir die m n-dimensionalen Zeilenvektoren der
Matrix X. Die Vektoren in einer Basis sind linear unabhéngig, aber nicht not-
wendig orthogonal. Im Prinzip kann man irgendeine Basis zur "Erkldrung” eines
Datensatzes wéhlen, allerdings hat die Wahl einer orthogonalen Basis zumindest
den Vorteil, dass man annehmen kann, dass die zu den Vektoren der Basis kor-
respondierenden Merkmale unkorreliert sind und damit unabhéngig voneinander
interpretiert werden kénnen. Deswegen wird zunéchst nur die Bestimmung einer
orthogonalen Basis besprochen, von der man dann, wenn es gewiinscht wird, zu
einer nicht-orthogonalen Basis iibergehen kann.

3.12 Bestimmung einer Basis fiir eine Datenmatrix

Es sei X = [x1,...,X,] eine beliebige (m x n) Matrix mit dem Rang r <
min(m, n). Gesucht ist eine Basis einerseits fiir die Spaltenvektoren von X, ande-
rerseits fiir die Zeilenvektoren von X. Nach Satz 3.2, 78, existieren stets Matrizen
(m,7)- und (r,n)-Matrizen U und V (U € RV € RC™) derart, dass X =
UV. Die Spaltenvektoren von X sind Linearkombinationen der m-dimensionalen
Spaltenvektoren uy von U (U = [uy, ..., u,]), und die Zeilenvektoren von X sind
Linearkombinationen der Zeilenvektoren vy von V (V' = [vq,...,v,]), d.h. die
Spalten von U sind Basisvektoren fiir die Spalten von X und die Zeilenvektoren
von V sind Basisvektoren fiir die Zeilen von X. Es zeigt sich, dass die Wahl einer
bestimmten Basis U die Wahl von V festlegt und umgekehrt.

Es gibt beliebig viele Moglichkeiten fiir eine Wahl von U bzw. V| so dass die
Entscheidung fiir die Wahl einer bestimmten Basis nach irgendwelchen Kriterien
erfolgen muB. So sei etwa X so definiert, dass die Zeilen von X zu "Fillen”?? kor-
respondieren und die Spalten von X zu "Variablen”; fiir jeden Falli (i = 1,...,m)
gibt es dann n Messungen x;1, . . ., ;,; die Koordinatenachsen représentieren die
Variablen Vi, ..., V,. Der Zeilenvektor (z;1,. .., z;,) korrespondiert zum i-ten Zei-

23Ein Fall ist eine Person oder ein ein Objekt, an dem Messungen vorgenommen werden, oder
ein Zeitpunkt, zu dem die Messungen durchgefiihrt werden.
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lenvektor (u;1,...,u;) von U; es gilt
(aj‘il, e xm) = (uﬂ, e U”«)V (3253)

Die erste Spalte von U enthélt dann die Koordinaten w11, ..., u;,1 der Falle auf
der ersten Achse eines durch die Basisvektoren U definierten Koordinatensystems,
der zweite Spaltenvektor von U enthélt die Koordinaten uis, ..., ums der Félle
auf der zweiten Achse des durch Basisvektoren von U definierten Koordinaten-
systems, etc.

Die Frage ist nun, welchen Annahmen beziiglich U und V gemacht werden
konnen, ohne die Allgemeinheit unnétig einzuschrianken. So kann man postulieren,
dass V orthonormal ist. Die vq, ..., v, bilden dann eine orthonormale Basis fiir die
Zeilenvektoren von X; von dieser Basis kann man, wenn es von Vorteil sein sollte,
zu irgendeiner anderen, insbesondere auch nicht orthogonalen Basis {ibergehen.
Jedenfalls folgt dann fiir eine orthonormale Matrix V' aus X = UV die Beziehung
(Multiplikation von links mit V')

XV'=10, (3.254)
und weiter wegen U’ = VX'
VX'XV' =U'U. (3.255)
Fiir den ersten Zeilenvektor v} von V gilt dann
vi(X'X)vy =uju; € R (3.256)

Allerdings liegt damit noch nicht die Orientierung von vy fest. Eine sinnvolle
Forderung fiir die Orientierung ist, sie so zu wiihlen, dass uju; maximal im Sinne
des Satzes von Courant-Fischer ist (die Bedeutung dieser Annahme wird wird
weiter unten noch elaboriert). Dann folgt, dass v; gleich dem ersten Eigenvektor
t1 von X'X ist, und uju; = A der zugehorige Eigenwert ist.

Ist T die orthonormale Matrix der Eigenvektoren von X’X und A die Dia-
gonalmatrix der zugehoérigen Eigenwerte von X’ X, so kann man V = T’ setzen.
Dann folgt wegen X'XT = TA und damit X'X = TAT aus X = UT’ die
Beziehung X7 = U und

U'U=TX'XT =T (TAT')T = A, (3.257)

d.h. die Matrix U ist orthogonal, da ja A eine Diagonalmatrix ist. Hat man die
Eigenvektoren 7" und die zugehorigen Eigenwerte A bestimmt, so liegt mit (3.254)
und (3.255) auch U als orthogonale Matrix fest. 7" und A miissen numerisch
bestimmt werden; die Statistikpakete enthalten entsprechende Programme. Die
Losung U = XT fiir U ist fiir T spezifisch, weshalb im Folgenden eine spezifische
Bezeichung gewéhlt wird: U = L, wobei L an an den Ausdruck ”latente Variable”
erinnern soll. Dementsprechend hat man

X =LT. (3.258)
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T definiert eine Hauptachsentransformation.

Alternativ dazu kann man fordern, dass die Aq,..., A, maximal im Sinne des
Satzes von Courant-Fischer sein sollen. Dann folgt ebenfalls, dass T' die Matrix
der Eigenvektoren von X’'X ist.

Es sei X spaltenzentriert. T sei der m-dimensionale Einsvektor; dann ist T Xj =
0 fiir alle Spaltenvektoren von X, oder I’X = 0/ = (0,...,0), 0 der n-dimensionale
Nullvektor. Aus XT = L folgt dann

IXT=1X)T=1TL=0, (3.259)

d.h. die Spaltensummen von L sind ebenfalls alle gleich Null. Die Komponenten
von Lj sind die Koordinaten der Falle auf der k-ten latenten Dimension. Dann
ist Ay, = L}, Ly proportional zur Varianz der Komponenten des k-ten Vektors Ly,
d.h. proportional zur Varianz der Koordinaten der Félle auf dieser Dimension..

Ellipsoide fiir Datenpunkte: X; = (x1,...,2;,) definiert einen Punkt im n-
dimensionalen Variablenraum, der den i-ten Fall représentiert. Dem Punkt ent-
spricht ein Ellipsoid, auf dem der Punkt liegt. Weiter sei L; = (L, ..., Lin)'; man
bemerke, dass %; und L; als Spaltenvektoren definiert worden sind. Aus (3.253)

und XT = L, folgt (mit V =1T")
T'%; = L;. (3.260)
Multiplikation von links mit I:;A ergibt f.;AT’ X = E;Af;i, d.h.
X TAT'%; = LiAL;, (3.261)
und da TAT' = X'X folgt
% (X' X)%; = LAL; = ki. (3.262)

k; ist eine fiir den i-ten Fall charakteristische Konstante. Dementsprechend defi-
niert {x|x'(X’'X)x = k;} ein Ellipsoid, auf dem der Punkt %; liegt, und {I~J|I~JIA]3 =
k;} definiert ein achsenparalleles Ellipsoid, auf dem der zu %; korrespondierende
Punkt L; liegt. Abbildung 9 zeigt schematisch die zu verschiedenen Punkten kor-
respondierenden Ellipsen mit identischer Orientierung. Abbildung 10 zeigt eine
Punktekonfiguration aus einer 2-dimensional normalverteilten Population; in der
linken Abbildung sind die Regressionsgeraden eingezeichnet, die von den Haupt-
achsen der Ellipsen, die durch die Kovarianzmatrix bestimmt werden, deutlich
abweichen. Rechts wird die auf Achsenparallelitéit rotierte Konfiguration gezeigt.

Anmerkung zur Punktekonfiguration: Es ist gezeigt worden, dass fiir je-
den Punkt der Konfiguration der Fille ein Ellipsoid existiert, auf dem der Punkt
liegt, aber dies bedeutet nicht, dass die Konfiguration auch tatséichlich ellipsoid
sein muB}, — d.h. die unterliegende Verteilung mufl nicht die multivariate Normal-
verteilung sein. Auch wenn die Konfiguration nicht ellipsoid ist kann stets eine
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Abbildung 9: Punktekonfiguration und zugehorige Ellipsen

Abbildung 10: Links: Punktekonfiguration fiir r,, = .7 mit Regressionsgeraden, El-
lipsen und deren Hauptachsen; rechts: Die Hauptachsen als neue Koordinaten fiir die
Punktekonfiguration.
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Menge von Ellipsoiden gefunden derart, dass jeder Fall auf einem Ellipsoid liegt,
— einfach weil X’X stets eine Menge von Ellipsoiden definiert. Dieser Fall kann
eintreten, wenn sich die Stichprobe der Fille aus Stichproben aus verschiedenen
Populationen zusammensetzt. In Abbildung 11 wird dieser Sachverhalt illustriert.

3.13 Singularwertzerlegung und PCA

Gegeben sei eine (m xn)-Matrix X, deren Elemente z;; Messwerte ani = 1,...,m
Fillen von j = 1,...,n Variablen seien. Die Messungen der Variablen sind im All-
gemeinen korreliert und man sucht eine moglichst geringe Anzahl von ”latenten
Variablen”, mit denen die Korrelationen oder Kovarianzen “erklart” werden kon-
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Abbildung 11: Superponierte Punktekonfigurationen und Ellipsen
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nen. Die latenten Variablen werden durch Vektoren repréisentiert, aus denen sich
die Spalten- bzw. Zeilenvektoren von X als Linearkombinationen ergeben. Es sei
n < m. Von einem formalen Standpunkt aus betrachtet man die m-dimensionalen
Spaltenvektoren von X als Elemente eines R™, die sich als Linearkombinationen
einer Teilbasis des R™ ergeben, — da es nur n < m Spaltenvektoren gibt, ge-
niigt stets eine Teilbasis, weil n Vektoren notwendigerweise in einem maximal
n-dimensionalem Teilraum des R™ liegen.

Die Spaltenvektoren x1,...,x, von X reprisentieren ein Koordinatensystem,
dass durch die gemessenen Variablen Vi, ..., V), definiert ist: die Komponente x;;
ist die Koordinate des i-ten Falls auf der durch V; definierten Achse. Gesucht
ist eine Transformation dieser Koordinaten derart, dass (i) die neuen Achsen or-
thogonal sind, (ii) die Projektion der Datenpunkte (x;1, x;2, . . ., xiy) auf die erste
neue Achse eine maximale Varianz hat, die auf der zweiten neuen Achse die zweit-
grofite Varianz hat, etc. Damit ist aber auch schon klar, welche Représentation

143



von X diesen Forderungen gerecht wird: die SVD
X =QxP, ¥=A2 (3.263)
Man kann diese Gleichung in zwei Varianten anschreiben:

X = QA, A=Py (3.264)
= LP', L=QY (3.265)

Es werde zuerst (3.264) betrachtet. Es folgt Q'X = A’, also
A=X'0Q. (3.266)

Es sei p; der k-te Spaltenvektor von P; wegen X'Xp, = M\ypj reprisentiert
p; die k-te Hauptachse des zu X'X korrespondierenden Ellipsoids, liefert al-
so die Orientierung der k-ten ”latenten” Dimension. Der Spaltenvektor a; =
(a1k, a2k, - - -, ank)" enthilt die Koordinaten der Variablen auf der k-ten laten-
ten Dimension. Man spricht auch von "Ladungen” der Variablen auf der k-ten
Dimension. Es gilt nun

AA=QXX'Q =A=diag(\,...,\n), n<m (3.267)

d.h. es werden nur die zu Eigenwerten ungleich Null korrespondierenden Eigen-
vektoren von X X’ betrachtet. Es seien a; und a, Spaltenvektoren von A. Es folgt
aja = 0 fiir j # k und

' = 07 k 7é S
e = { lagl2 = Mp, k=s (3.268)

Man beachte, dass hier fiir eine gegebene Dimension iiber alle Variablen addiert
wird.

Weiter gilt
AA' =X'QQ'X = X'X, (3.269)

wegen der Orthonormalitit von @). Die Matrix X sei spaltenzentriert, so dass
I'X = (', d.h. die Spaltensummen von X sind gleich Null. Es seien a;, a; der
j-te und der k-te Zeilenvektor von A. Dann folgt

L, 1, [k j#k

cji die Kovarianz der Variablen V; und Vj, s? die Varianz der j-ten Variablen.
Man beachte, dass hier bei der Bildung des Skalarprodukts é}ék fiir gegebene j, k
iiber die Dimensionen addiert wird. Ist X spaltenstandardisiert, so dass x; = z;,
so impliziert (3.270)

1 ~l o~ Tjka j# k
Lata, = { eIy (3.271)
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Man kann die Variablen durch die Vektoren a; graphisch représentieren. Die Re-
prasentation erlaubt u.U. eine erste Abschétzung der erforderlichen Anzhal r von
latenten Dimenisonen: geht man von standardisierten Messwerten aus, haben die
a; nach (3.271) alle die Lange ||a;|| = 1. Ist r = 2, so liegen die Endpunkte der a;
alle auf einem Kreis. Werden mehr als 2 Dimensionen benétigt, so liegen zumin-
dest einige der Endpunkte innerhalb des Kreises, weil sie mindestens in eine dritte
Dimension zeigen. Die Komponenten von aj sind die Koordinaten der n Varia-
blen auf der k-ten Dimension. Wegen A\; > Ag,--- > A, ist dann ||a; ||> maximal,
d.h. die Summe der quadrierten Koordinaten auf der ersten Dimension ist maxi-
mal, etc., fiir die folgenden Dimensionen wird die Summe stets kleiner, d.h. das
Merkmal, das durch die erste Dimension repréasentiert wird, ist das bedeutendste,
etc.

Es werde nun die Variante (3.265) betrachtet. Es ist X’X = PL'LP’ = PAP’,
d.h.
LiLy = |Lg)* = M. (3.272)

Die Komponenten von L, sind die Koordinaten der Félle auf der k-ten Dimension,
und fiir zentrierte Matrix X ist I’X = 1'LP' = (0', d.h. 1’L = (. Dann ist

1 N 1
—IT® = 5E = (3.273)

52 die Varianz der Koordinaten der Fille auf der k-ten Dimension. Nach (3.268)
gilt aber auch |lag|? = Mg, und |lai|? ist die Summe der Quadrate der Koordi-
naten der Variablen auf der k-ten Dimension, d.h. es ist

méss = |lag||® = \i. (3.274)

Der Eigenwert \j ist also proportional zur Varianz der Koordinaten der Félle auf
der k-ten Dimension und gleich der Summe der Quadrate der Koordinaten der
Variablen auf der k-ten Dimension (die Summe der Komponenten von ay, ist nicht
notwendig gleich Null, daher kann bei ||a;||? nicht von einer Varianz gesprochen
werden).

Wie Korrelationen zwischen Variablen iiber die Elemente von A ausgedriickt
werden koénnen (vergl. (3.271), so konnen Skalarprodukte zwischen Féllen iiber
die Elemente von L angeschrieben werden: Es ist

LI =QYYQ = QAQ' = XX,

so dass
T ors ~ =~/

wobei f/i,f/j Zeilenvektoren von L und X; und X; Zeilenvektoren von X sind.
Damit )215(; aber eine Korrelation zwischen den Féllen ¢ und j ist, muf8 X nicht
spalten-, sondern zeilenstandardisiert sein. Dartiber hinaus mufl die Summation

iiber die Variablen, die diese Skalarproduktbildung beinhaltet, sinnvoll sein.
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(3.263) impliziert

X =Y ojap o=\ (3.275)

k=1

Nach dem Satz von Eckart & Young (1936) liefert die SVD eine Approximation
X ~ @, %, P, im Sinne der Kleinsten Quadrate, bei der nur die ersten r Eigenwerte
und zugehorigen Eigenvektoren eingehen. Bildet man den Quotienten

M
Z?:l Aj
so gibt 7, wegen (3.274) den Anteil der Varianz an der Gesamtvarianz, der durch

fi, erklart wird. Ein Kriterium fiir die Wahl von r ist, denjenigen Wert von r zu
wihlen, fiir den 0,41 < o, ist (Scree-Test). Die Summe

(3.276)

T =

E= ) ojdp; (3.277)
k=r+1

(vergl. (3.275)) wird dann als "Fehler” interpretiert.

Die Reprisentation X = LP’ eignet sich, wenn in erster Linie die Fille gra-
phisch repréisentiert werden sollen. In diesem Fall ist die Varianz der Koordinaten
der Fille auf der ersten Dimension maximal, etc. Man kann versuchen "Typen”
zu identifizieren.

3.14 Eigenvektorberechnung und Deflation einer Matrix

Es sei A eine symmetrische (n x n)-Matrix; die Eigenveotoren Pq,...,P, von
A sind dann orthogonal bzw. nach Normierung orthonormal. Obwohl geniigend
Programme zur aktuellen Berechnung der Eigenwerte und -vektoren zur Verfii-
gung stehen, soll hier kurz gezeigt werden, wie eine solche Berechung im Prinzip
durchgefiihrt werden kann. Dieses Prinzip spielt in einigen multivariaten Verfah-
ren, z.B. im Partial Least Square (PLS-) Verfahren eine grundsétzliche Rolle.

Deflation einer Matrix Zunéichst wird der Begriff der Deflation einer Matrix
vorgestellt. Es sei A\; der grofite Eigenwert von A und P der zugehorige Eigen-
vektor. Dann heif3t

A=A—- )PP (3.278)

eine durch Deflation erzeugte Matrix, wobei PP’ das dyadische Produkt von Py
mit sich selbst ist. Die P; seien normiert. Es sei P; ein weiterer Eigenvektor von
A. Dann folgt

0, j=1,

I T

APJ' = (A — >\1P1P/1)P] = AP] _ >\1P1P/1Pj _ {
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denn P{P; = 1 und P{P; = 0 fiir 1 # 0. Der gréBte Eigenwert von A ist als der
zweitgrofte Eigenwert von A. Man kann dann A noch einmal deflationieren, und
der grofite Eigenwert dieser deflationierten Matrix ist der drittgrofite Eigenwert
von A, etc. Hat man eine MEthodfe, den jeweils grofiten Eigenwert einer Matrix
zu berechnen, so liefert die sukzessive Deflation der Matrizen nacheinander die
Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren einer Matrix.

Iteration: Es sei zg ein beliebiger n-dimensionaler Vektor; dann ist z; = Azg
ebenfalls ein n-dimensionaler Vektor. Man kann dann den Vektor Zo = Az; =
A%z etc berechnen und hat fiir beliebiges k z; = AFzy. Der Vektor zy kann
als Linearkombination der Eigenvektoren Py, ..., P, dargestellt werden, da die
Eigenvektoren von A ja eine Basis fiir den R™ bilden; man hat etwa

zo = a1P1 + asPs+ -+ + a, Py,.
Dann folgt
z1 = Azg = a1 AP + a3 APy + - - - + 0, AP, = a1 P11+ a0 aPo + - - - + apn Ay Py,
und

29 = @GAMAP1 + a0 APy + - - + ap N\, AP,
= @ MNP+ a\3Py + -+ a, NP,

und schliefilich
2z, = AFzy = al/\’an + ag)\ng + -4 an)\f’;Pn.

Aber diese Gleichung kann in der Form

A2\ An\”
2y = Af <a1P1+<)\i> +-~-+</\1> Pn)

geschrieben werden. Da Ay > A; fiir j # 1 folgt ()\j/)\l)k — 0 fiir grofler werdendes
k, so dass
lim zj, — a;\jPy, (3.280)
k—o0

Man bestimmt nun den Rayleigh-Quotienten fiir z:

z, Az, AINFPIAP  a3AFPINP,

lim = = = 3.281
k—oo ||z ai\2¥ a3 \2¥ ! ( )
wegen PPy = 1. Mit g, = z), Az, /| zx||* erhilt man mit
1
lim —Z = CL1P1 (3282)

k—oo Qi

eine Abschitzung des ersten Eigenvektors a1 Py (und durch Normierung von Py).

In der gleichen Weise wendet man die Iteration auf die deflationierte Matrix A
an und erhélt dann eine Abschétzung von Ay und Ps, etc.
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3.15 Die verallgemeinerte Inverse

Die Inverse A~! einer Matrix ist nur definiert, wenn (i) A quadratisch ist, und
(ii) vollen Rang hat, d.h. wenn A eine n x n-Matrix ist und der Rang r gleich n
ist. Es ist aber manchmal von Interesse, die Inverse einer Matrix berechnen zu
konnen, wenn entweder (i) oder (ii) oder weder (i) noch (ii) erfiillt sind.

Definition 3.21 FEs sei A eine m X n-Matriz und B eine n X m-Matriz. B heifst
verallgemeinerte Inverse (oder Pseudoinverse), wenn

ABA=A, BAB=B (3.283)
gilt.

Statt des Ausdrucks 'verallgemeinerte Inverse’ ist auch der Ausdruck ’Pseudoin-
verse’ oder 'Moore-Penrose-Inverse’ iiblich (Moore 1920), Penrose (1954)). Fiir B
wird auch A' oder A~ geschrieben.

Beispiele:

1. Es sei Ax =y ein lineares Gleichungssystem, wobei A eine m x n-Matrix,
und y eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A sei; x sei un-
bekannt. Es sei m > n = r, d.h. A habe "vollen” Rang. Dann hat A’A
ebenfalls vollen Rang und die Inverse A’A)~1 zu A’ A exisitert. Dann erhlt
man durch Multiplikation von links mit A" die Gleichung A’Ax = A’y und
schliefilich durch Multiplikation von links mit (A’A)~!

x=(AA) Ay => A= = (AA)TA. (3.284)

Dass A~ tatséchlich eine generalisierte Inverse ist, sieht man durch einset-
zen:

A(A'A)TTANA = A(AA)TAA = 4,
d.h. die Bedingung (3.283) ist erfiillt.
2. Essei A= QXP, ¥ = AY2, QTP ist die SVD von A. Dann ist
(A’A)7'A' = (PAP) ' PAY2Q = PAT'P'PAY2Q = PATY2Q),

d.h.
A™ = PANV2Q = Py (3.285)

ist eine generalisierte Inverse.

3. Die Anwendung der SVD erlaubt die Definition einer generalisierten Inver-
sen fiir den Fall » < min(m, n). Dann gilt

A= Qrzrp;a
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wobei @, nur die ersten r Eigenvektoren von A’ A enthilt, P, enthélt nur die
ersten r Eigenvektoren von P'P und ¥, = diag(o1,...,0,), mit 0; = \/E
und \; der j-te von Null verschiedene Eigenwert von AA" bzw. A’A. Analog
zu (3.285) findet man

A" =Q,. 2P, (3.286)

T s

3.16 Lineare Gleichungssysteme
3.16.1 Allgemeine Charakterisierung der Lésungen

Es sei A eine (m x mn)-Matrix, x ein n-dimensionaler Vektor, und y ein m-
dimensionaler Vektor, und es gelte

Ax =y, xeR" yeR™ (3.287)

Diese Gleichung kann als ein System von m linearen Gleichungen mit n Unbe-
kannten, ndmlich den Komponenten von x gesehen werden. x ist n-dimensional,
y ist m-dimensional. Sind A und y vorgegeben, so stellt sich die Frage, ob es iiber-
haupt einen Losungsvektor x gibt, und wenn ja, ob es mehrere Losungsvektoren
gibt. Man kann zwischen zwei Arten von Gleichungssystemen unterscheiden:

1. y = 0. Das Gleichungssystem heiBt dann homogen,
2.y # 0. Das Gleichungssystem heiBt dann inhomogen.

Definition 3.22 Es sei A eine (m x n)-Matrix mit dem Rang r = r9(A) <
min(m,n). und Az = y sei ein System von Gleichungen. Weiter sei

kern(A) = {xeR"Az=0} (3.288)
L(A) = {yeR"Az=y}. (3.289)

kern(A) heifst Kern von A, und L(A) ist die lineare Hiille von A.

Anmerkungen:

1. In Definition 3.2, Punkte 4., Seite 71 ist der Begriff des Kerns einer Ab-
bildung eingefithrt worden. Die Matrix A definiert eine Abbildung, und
(3.288) definiert damit den Kern einer Abbildung. kern(A) ist ein (Teil-
)Vektorraum: sind die Vektoren x; und x Elemente aus kern(A), so rech-
net man leicht nach, dass dann auch a1x; + asxy € kern(A) (ai, a2 € R)

gilt.
2. Die Gleichung Ax = y # 0 bedeutet, dass y als Linearkombination der
Spalten von A dargestellt werden soll: mit x = (z1,...,2,)" ist
Ax =ra; + -+ apa, =Yy, (3.290)
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wobei aj,...,a, die Spaltenvektoren von A sind; damit also (3.290) gilt
(d.h. damit eine Losung x existiert), miissen die Matrizen A und (A,y)
(die um die Spalte y erweiterte Matrix A) denselben Rang haben. ]

Der folgende Satz gilt fiir beliebige (m x n)-Matrizen X; er wird hier fiir X = A
angeschrieben, weil er in Bezug auf das Gleichungssystem Ax = y interpretiert
werden soll:

Satz 3.27 Es sei A eine (m,n)-Matriz mit der SVD A = QXT', wobei Q aus
den Spaltenvektoren q,...,q, und T aus den Spaltenvektoren ti,...,t, bestehe;
ist rg(A) = r < min(m,n), so sind r Singularwerte oy, gréfer als Null und n —r
Singularwerte sind gleich Null. Dann gilt

L(A) = L(g,---,q,) (3.291)
kern(A) = L(t4+1,...,t5), s=min(m,n) (3.292)
rg(kern(A) + rg(L(A)) = min(m,n) (3.293)

Beweis: Der Beweis wird fiir den Fall n < m )hochstens so viele Unbekannte
wie Gleichungen) gefiihrt; der Beweis fiir den Fall m < n (mehrt Unbekannte
als Gleichungen) ist analog. Wegen A = QXT" sind die a; Linearkombinatio-
nen der r < min(m,n) Spaltenvektoren q; von Q; als Eigenvektoren von AA’
sind die q; paarweise orthogonal und damit linear unabhéngig; sie bilden eine
r-dimensionale Teilbasis des R". Damit sind auch alle Linearkombinationen der
a; als Linearkombinationen der q, darstellbar, so dass (3.291) gelten mu8.

Der Kern von A sind alle n-dimensionalen Vektoren x, fiir die Ax = 0 gilt.
Die Spaltenvektoren von 7" bilden eine Basis des R", so dass allgemein

X=city + -+ ety F g1t + 0 ety

geschrieben werden kann, und es gilt

n n r
Ax = AZCjtj = chAtj = Z Cjajq]' = 67
j=1 j=1 j=1

denn o; = 0 fiir j > r (falls r < min(m,n)) (vergl. (3.176), Seite 118). We-
gen der linearen Unabhéngigkeit der q; kann diese Gleichung nur gelten, wenn

c1 =+ =c¢- = 0. Dann kann x # 0 kein Element des durch die t1,...,t, aufge-
spannten Vektorraums sein, sondern mufl ein Element des (n — r)-dimensionalen
Komplementédraums sein. Die t,1,...,t, sind eine Basis fiir diesen Komplemen-
tdrraum, so dass man
X = Crp1try1 + - F Cptp,
ansetzen kann, und
n

Ax=A Zn: Cjtj: Z CjAtj: Zn: Cjajqua,

j=r+1 j=r+1 j=r+1
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wegen (3.176), Seite 118, und weil o; = 0 fiir j > r, falls » < min(m,n). Alle
Linearkombinationen von Vektoren x # 0 mit Ax = 0 sind Linearkombinationen
der t,41,...,t,, und dies ist die Aussage von (3.292).

Die Gleichung (3.293) ist eine unmittelbare Folge der vorangegangenen Argu-
mente: £(A) hat den Rang r und kern(A) hat den Rang n—r, so dass die Summe
der Rénge gleich n sein muf. ([l

Anmerkung: Der Satz 3.27 ergab sich als Folgerung aus der SVD fiir die Matrix
A. Die Eigenvektoren t; von A’A sind aber nicht die einzigen Vektoren, mit
denen sich kern(A) darstellen 1d8t. Einen alternativen, wenn auch etwas ldnglichen
alternativen Beweis, in dem ein anderer Satz von Basisvektoren verwendet wird,
findet man im Anhang, Abschnitt 8.5. O

Es bleibt noch, die allgemeine Losungsmenge zu spezifizieren:

Satz 3.28 Es sei Az = y € L(A), r9(A) = r, und insbesondere sei x = xo
eine bestimmte Losung, so dass Axy = y gilt. Der Kern kern(A) besteht aus dem
(n — r)-dimensionalen Teilraum L, = L(t11,...,t,) des V,. Dann ist die
Menge der Ldsungsvektoren durch

L={x+zlze Ly} (3.294)

gegeben.

Beweis: Tatséchlich ist xg + x eine Lésung, denn
A(xo + x) = Axp + Ax = Ax,

denn Ax = 0 ist nach Voraussetzung eine Lésung, und xg war als Losungsvektor
vorausgesetzt worden. Umgekehrt sei x; ein Losungsvektor. Es mufl gezeigt wer-
den, dass x; € L ist. Nach Voraussetzung mufl Ax; = y gelten. Fiir irgendeinen
Vektor x € £,,_, muB Ax =0 gelten. Dann muf} aber auch

A1 +x)=Ax1 =y

gelten, so dass x; + x € L liegt. O

Der Fall m =n =1r: Ist m =n =r, r der Rang von A, so existiert die Inverse
A7l und aus Ax =y € V7 = L(A) folgt sofort die Losung

x=A"ly, yeL(A (3.295)

Der Fall m > n =r: In diesem Fall gibt es mehr Gleichungen als Unbekannte;
das Gleichungssystem ist iiberbestimmt. Im Allgemeinen wird man keinen Lo-
sungsvektor x finden, der allen Gleichungen exakt geniigt. Dies ist z.B. bei der
multiplen Regression der Fall, da man tiiblicherweise eine grofiere Anzahl m von
Féllen als unbekannte Regressionsparameter hat. Die (m x n)-Matrix A = X
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der Pradiktoren hat aber im Allgemeinen den vollen Rang r = n, so dass man
eine Losung finden kénnte, indem man von links mit A’ multipliziert, so dass
A'Ax = Ay folgt, und da A’A den gleichen Rang wie A hat (Satz 77, Seite 77)
existiert die zu A’A inverse Matrix (A’A)~!, so dass

x = (A'A)" Ay (3.296)

resultiert. Sind die Komponenten von y Messwerte, so sind sie iiblicherweise durch
Messfehler kontaminiert, so dass y ¢ L£(A). (3.296) liefert dann keine Losung x,
die allen m Gleichungen geniigt. (3.296) ist dann die bekannte Kleinste-Quadrate-
Schétzung x fiir x.

Fiir den Fall r < n liefert (3.294) den Losungsraum. Zur Berechnung der
Losung s. a. Abschnitt 3.7.1, wo die Cramersche Regel eingefiihrt wird.

3.16.2 Die Cramersche Regel

In Abschnitt 3.7.1 wurde schon kurz die Cramersche Regel eingefiihrt: Nach
(3.79), Seite 84, hat man fiir ein Gleichungssystem mit zwei Unbekannten die
Losungen
ol
TolAp
wobei die Matrix A; aus der Matrix A entsteht, wenn man die j-te Zeile und die
j-te Spalte streicht.

J=12,

Die Beziehung kann fiir den Fall eines Systems mit n Unbekannten verallge-
meinert werden. Das Gleichungssystem Ax =y besteht ja aus n Gleichungen

n
E AikTi = Yj, izl,...,n.
J=1

Es werde vorausgesetzt, dass A den Rang n hat. Es sei A; die Matrix, die entsteht,
wenn man die j-te Spalte von A durch y ersetzt. Dann ist

_ 14l

rj = Al =1,...,n (3.297)

x; die j-te Komponente von x, also die j-te Unbekannte. Dies ist die Cramersche
Regel®*.

Beispiel 3.16 Berechnung der inversen Matrix In Beispiel 3.4 wurde ge-
zeigt, dass die Berechnung der Inversen A~! einer quadratischen Matrix X auf
das Losen linearer Gleichungssysteme hinausliauft: da AA~! = I muB fiir den
j-ten Spaltenvektor a; von A~! die Beziehung

Afij = ej (3298)

24 Gabriel Cramer (1702 — 1742), Schweizer Mathematiker
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gelten, e; der j-te Spaltenvektor von I, e; = (0,...,0,1,0,...,0). Nach er Cra-
merschen Regel erhilt man dann fiir die i-te Komponente von a;
Y
YA

(3.299)

Wird nun |A;| nach dem Laplaceschen Entwicklungssatz nach der i-ten Spalte

entwickelt, so folgt o

(=1)"]Ajil

- 3.300
Qi ’A‘ ) ( )
d.h. die Elemente a;; von A~! sind bis auf den Faktor 1/|A| gleich den korre-
spondierenden Kofaktoren von A. Dieser Sachverhalt erweist sich als wichtig fiir

die Interpretation der Inversen von Korrelationsmatrizen O

3.16.3 Lineare Gleichungen und Gauf3-Algorithmus

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax = y; gesucht ist eine moglichst
systematische Art und Weise, einen Losungsvektor x zu bestimmen. In diesem
Abschnitt soll das gauische Eliminationsverfahren (auch Gauf-Algorithmus vor-
gestellt werden. Die Idee des Verfahrens ist, die Koeffizientenmatirx A in eine
Dreiecksmatrix zu transformieren, , anhand der serh schnell eine Losung gefun-
den werden kann, sofern eine Losung existiert. Zur llustration werde ein System
mit drei Unbekannten betrachtet:

a11x1 + aj2r2 + a13x3 = Y1
G211 + A22T2 + A23T3 = Y2 (3.301)
a31x1 + azeT2 + as3rs = Y3

Bei der Bestimmung der Dreiecksmatrix mit den Elementen a;; wird auch der
Vektor y in einen Vektor y transformiert:

a1171 + a12w2 + a13r3 = 1
a®2 + a23T3 = U2 (3.302)
azzr3 = Y3

Fiir dieses System findet man sofort die Losung fiir x3, ndmlich z3 = g3/ass,
die man dann in die zweite Gleichung einsetzen kann, die dann nur noch die
Unbekannten x; und xo enthélt und die damit nach zo aufgelost werden kann,
und die Losungen fiir z3 und z9 kénnen dann in die erste Gleichung eingesetzt
werden, um z; zu bestimmen.

Um die Koeffizienten a;; zu bestimmen, macht man von den elementaren Um-
formungen Gebrauch. Demnach bleibt eine Gleichung ja korrekt, wenn man beide
Seiten mit einem Faktor multipliziert. Ebenso kann man man zwei Gleichungen
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addieren; es entsteht wieder eine giiltige Gleichung. Diese Operationen mufl man
so anwenden, dass man von den a;; zu den a;; gelangt.

Die Koeffizientenmatrix in (3.302) ist eine Dreiecksmatrix

ailr a2 -+ Qin

- 0 ag --- aon
A= (3.303)

0 0 -

Die elementaren Umformungen, die von A zu A fithren, verindern den Rang nicht,
d.h. A hat denselben Rang wie A. Berechnet man die Determinante von A — \I,,,
so erhélt man

ail — A a2 a1n
_ 0 aga — A - a2n ~ N _
|A’ = . = ((1811—)\)(agg—)\)"-(ann—)\) :O
0 0 e Qpp — A

(3.304)
Daraus folgt unmittelbar, dass die a;; die Eigenwerte von A sind.

Die Anwendung der elementaren Umformungen macht man sich am besten
durch ein konkretes Beispiel klar:
201 —x9+ 323 = 1
3x1+ax9—2x3 = 0 (II)
r1t+x2+23 = 3

Die Koeflizientenmatrix ist

=W N
[ S —

3
-2
1

w O =

Man beginnt, indem man die erste Gleichung (I) noch einmal anschreibt, die
zweite durch 3111 — I ersetzt und die dritte durch 2711 — I

201 —xo + 33 =
0+ 2x9 + 5x3
0+3x2+x3 =

Die Koeflizientenmatrix ist hier

O O N
W N =
A
Tl © =
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Ersetzt man die Gleichung (3.305) durch 3(3.305) - 2(3.305), so erhilt man

201 —x2+ 323 = 1
0+2z9+52z3 = 9
O+0+1723 = 17
mit der Koeffizientenmatrix
2 -1 3| 1
0 2 5| 9 (3.305)
0 0 17|17

Hieraus ergeben sich direkt die Losungen: 17z3 = 17 = x3 = 1, 229 + bxg =
209+ 5=9=29=4/2=2und 221 —2+3=2x1+1=1= 2, =0.

Man kann die urspriingliche Matrix A und die transformierte Matrix A ein-
ander gegeniiber stellen:

2 -1 3 2 -1 3
3 1 -2 |, 0 2 5
1 1 1 0 0 17

und sieht die Transformation von A in eine Dreiecksmatrix direkt. Die hier vor-
gefithrte Transformation hat einen gewissen ad hoc-Charakter und mag insofern
nicht zufriedenstellend erscheinen, und natiirlich existieren kanonische Darstel-
lungen des Algorithmus (Golub & van Loan (2013), Kapitel 3), auf die hier aber
nicht eingegangen werden soll bzw. kann, da diese Darstellungen auf der einen
Seite recht lang sind und auf der anderen nicht benétigt werden, wenn man nur
an der Anwendung interessiert ist, was im Allgemeinen der Fall sein wird; Sta-
tistikpakete enthalten entsprechende Module. Hier soll nur festgestellt werden,
dass A und A natiirlich denselben Rang haben.

Im folgenden Abschnitt wird anhand der SVD von A der Teilraum L,,_, nidher
bestimmt.

3.16.4 Die Cholesky-Zerlegung

Die Anwendung des GauB-Algorithumus impliziert, dass die Koeffizientenmatrix
A des Gleichungssystems Ax = y in eine Dreiecksform iiberfithrt wird. Fiir den
Spezialfall einer symmetrischen, positiv-definiten Matrix 148t sich zeigen, dass
A stets als Produkt zweier Dreiecksmatrizen darstellbar ist; dieser Sachverhalt
bedeutet, dass der Aufwand fiir das Losen des Gleichungssystems drastisch redu-
ziert wird; dies ist die Cholesky-Zerlegung?®. In diesem Skript wird auf numerische
Fragen kaum eingegangen, da die Programmpakete fiir multivariate Verfahren im
Allgemeinen effiziente Algorithmen enthalten, um die sich der Anwender nicht

25 André-Louis Cholesky (1875 — 1918), franzosischer Mathematiker
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weiter kiimmern mufl. In einigen theoretischen Herleitungen wird aber auf die
Cholesky-Zerlegung eingegangen, so dass in diesem Absatz kurz auf sie eingegan-
gen weden soll.

Satz 3.29 Fs sei A eine symmetrische, positiv-definite Matriz. Dann existiert
eine untere Dreiecksmatriz L derart, dass

A=LL. (3.306)
Beweis: Statt eines allgemeinen Beweises wird der Satz anhand einer (3 x 3)-

Matrix illustriert; das angewendetete Prinzip iibertzragt sich sofort auf den all-
gemeinen (n x n)-Fall. Nach Behauptung existieren also L und L* derart, dass

a1 a2 a13 L1 O 0 Li1 Loy L3
A= | a1 a2 ax | = Lar L 0 0 Lo L3
azy asz as3 L3 L3z Lss 0 0 Lss

Rechnet man das Produkt auf der rechten Seite aus, so erhilt man

L3 Li1Loy Ly1 L3
A=LL =| L21Ly L3, + L3, LojLsi + LosLooLso
L31L1y LgiLoy + L3aLoo L3, + L%, + L%,

Das Element a;; von A ist dann gleich dem Element in der i-ten Zeile und j-ten
Spalte der Matrix auf der rechten Seite, also

2 2 2 2 2 2
ain = LYy, age = Ly + Lyy, a3z = L3 + Ly + Lig,

und
ag1 = L21L11, ag3 = Lo1L31 + LooLooL3s, a31 = L31L1y

und wegen der vorausgesetzten Symmetrie von A gilt a;; = a;;, so dass nicht
mehr Elemente bestimmt werden miissen. Wegen der vorausgesetzten Positiv-
Definitheit gilt a1y > 0, also folgt Li; = /ai;. Dann folgt Loy = ag1/L11 =
az1/+/ai1 und L3i = az1/\/ai1, etc. Auf diese Weise lassen sich die L;; aus den
a;j berechnen. Das Prinzip kann leicht auf den Fall allgemeiner (n x n)-Matrizen
iibertragen werden. O

Die LDL-Zerlegung: Fine etwas verallgemeinerte Form der Cholesky-Zerlegung
ist die LDL-Zerlegung einer symmetrischen, positiv-definiten Matrix:

A=LDL, (3.307)

wobei L eine untere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalmatrix ist. Man kann
D = DY2D1 /2 schreiben, wobei DY/2 ¢i8ne Diagonalmatrix ist, deren Diago-
nalelemente die Wurzeln aus den Diagonalelementen von D ist, d.h. die Diago-
nalelemente von D miissen groBer als Null sein. Setzt man G = LD'/2, so hat
man

A=GG. (3.308)
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Abbildung 12: Orthogonale Projektion des Vektors x auf einen Vektor y bzw. auf
eine Gerade

Ny

Es sei Ax = y ein Gleichungssystem. Setzt man Gz = y, G'x = z, so hat man
GG'x = y. Man 16st also das Gleichungssystem, indem man zunichst Gz = y
und dann G’x = z 16st; da G und G’ in Dreiecksform sind, sind diese beiden
Gleichungssysteme schnell und einfach zulosen. Man findet fiir die Elemente g;x
von G
0, i<k
ik = ai = Y521 9y i=Fk (3.309)

k— .
- <aik -0 9ij9kj> , 1>k

Eine ausfiihrliche Darstellung von Lésungen von linearen Gleichungssytemen
durch Riickfiihrung auf Dreiecksmatrizen wird in Golub & vanLoan (2013), Kap.
3 und 4, gegeben.

3.17 Projektionen
3.17.1 Orthogonale Projektion eines Vektors auf einen anderen

Die Projektion eines Vektors auf einen anderen spielt in vielen Anwendungen eine
wichtige Rolle. Um die Idee zu illustrieren, wird die Projektion eines Vektors y
auf einen Vektor x betrachtet, vergl. Abbildung 12. x und y schlieffen den Winkel
f ein, und es ist

—

Py, = ay (3.310)

der Vektor, der sich ergibt, wenn x auf y projiziert wird; in Abbildung 12 ist
a < 1, aber a > 1 ist moglich. Nun ist einerseits

—

z=P,—x=ay—X, (3.311)
und da z andererseits senkrecht auf y steht muf z’ ﬁyx = (ﬁyx —x)’ ﬁyx = 0 gelten,
so dass ﬁéxﬁyx = x'P,, gelten muB, d.h. es gilt a?|y||*> = ax'y, so dass

/ /

Xy — Xy
a=—2 = P,=_"y (3.312)
Iyl =" llyll?
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folgt.

Man kann die Lénge von P;Cy als Koordinate der Projektion des Endpunkts
von x auf eine Koordinatenachse y interpretieren. Diese Koordinate ist dann
durch .

[ Peyll = allyll (3.313)

gegeben. Im folgenden Abschnitt wird dieser Aspekt von Projektionen weiter
elaboriert.

3.17.2 Projektionen auf Hauptachsen

Es sei X eine (m x n)-Matrix von Messwerten; x;; sei der Messwert des i-ten
Objects ("Person”) fiir die j-te Variable ("Test”), 1 <i <m und 1 < j < n. Fiir
X gilt die Singularwertzerlegung X = QAY2T" = LP' mit L = QA'/2. Wegen der
Orthonormalitdat von T folgt XT = L. Das Element ¢;; von L ist die Koordinate
des ¢-ten Falls auf der k-ten latenten Dimension und ergibt sich als Skalarprodukt
der i-ten Zeile & von X und der k-ten Spalte t;, von T, d.h. es ist

Cir, = ity (3.314)

Hier wird der Zeilenvektor als Spaltenvektor aufgefasst, um die Schreibweise des
Skalarprodukts beizubehalten. t; definiert die Orientierung der k-ten Hauptach-
se eines Ellipsoids, und ¢;;, ist die Lange des Vektors P;—k, der sich als Projektion
von &; auf die k-te Hauptachse des Ellipsoids ergibt, das die Punktekonfigurati-
on der Fille représentiert. f_’;k entspricht dem Vektor ﬁxy in Abbildung 12. Dem
vorangegangenen Abschnitt zufolge kann ]3zk = a;ktr, a;r € R, geschrieben wer-
den, wobei der Faktor a;; indiziert wurde um anzuzeigen, dass er fiir & und ty
charakteristisch ist. Nach (3.312) gilt nun

&'ty
oo St
AR

da ja ||tg]| = 1, und nach (3.313) hat man dann

— i, (3.315)

|1P]| = amlltel] = &t (3.316)

d.h. wegen (3.314) gilt
lik = || Pkl (3.317)

so dass die Koordinate #;; durch die Linge der Projektion des Vektors &; auf die
k-te Hauptachse des Ellipsoids gegeben ist.

3.17.3 Projektionen auf k-dimensionale Teilrdume

Die Projektion von n-dimensionalen Vektoren auf einen 1-dimensionalen Teilraum
ist ein Spezialfall. So versucht man in der Diskriminanzanalyse, eine mehrdimen-
sionale Punktekonfiguration auf einen moglichst niedrigdimensionalen Teilraum
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zu projizieren, in dem bestimmte Klassen von Punkten optimal separiert repré-
sentiert werden, — ein 1-dimensionaler Teilraum ist u. U. nicht hinreichend, um
die Klassifikationsaufgabe hinreichend gut zu l6sen.

So wird jetzt nicht ein einzelner Vektor v betrachtet, der einen 1-dimensionalen
Teilraum definiert, sondern ein k-dimensionaler Teilraum V des R™, k < n, mit
W = V1 als seinem orthogonalen Komplement. V= ist ebenfalls ein Teilraum.

Es sei x € R™, also ein m-dimensionaler Vektor. Nach Satz 2.15, Seite 56
kann dann

x=v+w, veV, weW (3.318)

mit v € R™, w € R™ geschrieben werden. v = Py (x) ist die Projektion von x
auf V, und w = Py (x) ist die Projektion von x auf das orthogonale Komplement
W, so dass man auch

x = Py(x) + Pw(x) (3.319)

schreiben kann. Fiir V' kann eine orthogonale Basis (ay, .. ., a;) angenommen wer-
den; die a; konnen als Spaltenvektoren einer Matrix A zusammengefasst werden:

A= [al\, Tty ]ak] (3320)

Da v € V, existiert dann ein k-dimensionaler Vektor y € K (d.h. hier y € R¥)
derart, dass
v =1y1a; + - +ypap = Ay. (3.321)

Wegen x =v+w folgt w=x—-ve W=V, Esist

L(A)=L(ay,...,a,) =V.

Nun ist aber ajw = 0 fiir alle a3, denn w ist ja aus dem orthogonalen Komplement
von V', so dass man allgemein

Aw=Ax—-v)=0

schreiben kann, denn die erste Zeile von A’ enthilt ja gerade a), die zweite aj,
etc. Dies wiederum bedeutet, dass

kern(A') =Vt =W,

d.h. der Kern (null space) von A’ ist gerade W. Ausmultipliziert ergibt sich wegen
(3.321)
Ax —Av=Ax—-AAy=0= A'x = A Ay.

Da die Spaltenvektoren von A orthogonal zueinander sind, hat A und damit A’A
den Rang k, so dass die zu A’A inverse Matrix (A’A)~! existiert, woraus

(AA) A% =y (3.322)
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folgt. Nun ist oben fiir den unbekannten Projektionsvektor v die Gleichung Ay =
v aufgestellt worden; multipliziert man also (3.322) von links mit A, so erhilt
man

AAA) A% = Ay = v. (3.323)
Man benétigt also keine explizite Losung fiir den Vektor y, sondern nur eine fiir

die Matrix A, so dass sich P = A(A’A)"'A’ berechnen Lifit. Die Matrix P hat
eine Reihe von Eigenschaften, die nachgewiesen werden sollen.

Satz 3.30 FEs gelten die Aussagen

Dann gilt

(1) die Projektion ist eine lineare Transformation,
(2) P ist symmetrisch,

(3) P ist idempotent, d.h. P?> = P.

(4) Fir ve L(A) gilt Pv= .

Beweis: (1) folgt sofort aus der Gleichung Px = v, die ja eine lineare Transfor-
mation von x in v reprisentiert. Fiir (2) findet man sofort
P = (A(A'A)1AY = A(AA)TA =P,

also ist P symmetrisch, und (3) gilt wegen

P2 = (AAA)TA)(AAA)LA)

AAA)TTAAAA)TIA = AN A)A =P
(4): v € L(A) impliziert die Existenz eines Vekors y mit Ay = v, d.h. v ist eine
Linearkombination der Spalten von A. Dann folgt
Pv=AAA)TAv=AAA)TA Ay = Ay = v.
Il

Bei der in (3.320) definierten Matrix ist vorausgesetzt worden, dass ihre Spal-
ten orthogonal sind. Diese Annahme impliziert, dass (A4’A)~! stets existiert, da
A und die (k x k)-Matrix A’A dann den vollen Rang k haben. Ist die Basis insbe-
sondere orthonormal, so ist A’A = I die Einheitsmatrix und (3.323) vereinfacht
sich zu

AAx =v. (3.324)

Es zeigt sich aber, dass (3.323) verallgemeinert werden kann fiir den Fall, dass
die Inverse (A’A)~! nicht existiert; in diesem Fall kann die generalisierte Inverse
(A’A)~ eingesetzt werden, so dass

AAA) " Ax=Ay =v. (3.325)

gilt. Die in Satz 3.30 aufgefiihrten Eigenschaften iibertragen sich auf die Matrix
A(A’A)~ A, wie man sofort nachpriift: Da A’A symmetrisch ist, ist auch (A’A)~
symmetrisch, so dass

(A(A’A)" A = A(A'A)- A
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Weiter ist A(A’A)~ A" idempotent, denn
(A(A"A)" AN (A(ATA)"A) = A(AA)~ A
und es gilt fiir v e L(A), d.h. v= Ay
A(AA)"Av=AAA) " AAy = Ay = v.
Man hat dann die folgende

Definition 3.23 Es sei A eine (n x k)-Matriz. Dann heifst
H = A(A'A)~ A (3.326)

einschlieflich des Spezialfalls (A’A)~ = (A’A)~! Projektionsmatrixtion oder Pro-
jektionsoperator (projection matriz, hat-matriz).

Satz 3.31 Es sei X eine (m x n)-Matriz. Dann ist X(X'X)~ X' ein Projekti-
onsoperator.

Beweis: Es sei u € £(X); dann gilt u = v+ w mit v € £(X) und w € £(X)*+
(Satz 2.15, Gleichung (2.98), Seite 56). Dann ist v = Xb und

X(X'X) X'v=X(X'X)"X'Xb=Xb=v, X(X'X)"X'w=0

weil X'w =0, da ja w L X. Es sei weiter u = Xy fiir einen geeignet gewihlten
Vektor y. Dann ist

X(X'X) X'u = X(X'X) X' Xy=Xy=XX'X)"X'(v+w)
X(X'X)"X'v=v.

3.17.4 Projektion eines Datenvektors auf einen Teilraum

Es sei X eine (m x n)-Matrix von Messungen von n Variablen an m Féllen. Die
SVD von X ist durch X = QAY/2P’ gegeben. Speziell fiir den j-ten Spaltenvektor
x; gilt dann x; = QAl/Qp;, wobei p’; der j-te Spaltenvektor von P’ ist, d.h. p;
ist der j-te Zeilenvektor von P. @ ist die (m x n)-Matrix der orthonormalen Ei-
genvektoren von X X', P ist die (n x n)-Matrix der orthonormalen Eigenvektoren
von X'X, und A ist die (n x n)-Diagonalmatrix der Eigenwerte von X X’ bzw.
X'X.

Es sei @ die Teilmatrix der ersten k& < n Spaltenvektoren von (. Diese
Vektoren spannen einen k-dimensionalen Teilraum des R auf. Gesucht ist die
Projektion von x; auf £(Qy). Es ist

X; =V;+ W (3.327)
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mit v; € £(Qf) und w; € L(Qr)™r; v; ist die Projektion von x; auf £(Qy). Es
existiert dann ein Vektor y derart, dass v; = Jpy. Dann ist

Qv = Qi + Qpw = Qv
denn Qpw; = 0, da W, € L(Qr)*. Also hat man
Qrxj — Q4v; = Qrxj — QrQry = 0= Qixj = QLQuy,
so dass
(QQr) ' Qix; =y
Dann folgt durch Multiplikation von links mit Qg
Qr(Q1Qk) Qi = Qry = vj, (3.328)

wobei wegen der Orthonormalitéit der Spalten von Q. (Q Q)™ = I~1 = I folgt,
so dass man

QrQLx; =V, (3.329)

erhélt. Nun war oben aber x; = QAI/ 2p;» festgestellt worden. Setzt man diesen
Ausdruck fiir x; ein, so erhélt man

QrQLQA/?p) = v;.

Wegen der Orthonormalitdt der Spalten von @ findet man

1 0 --- 00 --- 0
0.0 0 1 0 0 0

k =
O --- 0 10 --- 0

Q) Q ist eine (k x n)-Matrix. Die ersten k Zeilen und Spalten von Q}.Q) enthalten
eine (k x k) Einheitsmatrix und die letzten n — k Spalten enthalten nur Nullen.
QrQ, QA2 hat dann mit o; = \/); die Form

o1qun - ogqx 0 -+ 0

o1q21 - okqa 0 - 0
QrQLQAY? = ) . o :

01dm1 *°° OkQdmk 0O --- 0

so dass man fiir die Projektion von x; auf £(Q}) die Beziehung
Yr oiqupi;
SN 0iq2ipi k
Hx; = v = QuQQA?p) = =1 :Z T = Zaipij% (3.330)
: i=1

k ..
Zizl 0idmiPl)
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erhélt. Die Projektion v; vpon x; auf den durch @}, definierten Teilraum des R™
ist also eine Linearkombination der k Spaltenvektoren von Q) mit den fiir den
fiir den j-ten Vektor spezifischen "Gewichten” o;p;;.

Die Beziehung (3.328), also
Qr(QLQk) ' Qi) = QuQix; = v,

legt nahe, den Projektionsvektor v; als eine "Vorhersage” von x; im Sinne der
Methode der Kleinsten Quadrate, also im Sinne der linearen Regression zu in-
terpretieren, wie in Abschnitt ??, Gleichung (??7) (Seite ?77?) gezeigt wird, Wenn
man fiir die dortige Gleichung X der Pradiktoren die Matrix @y, einsetzt, die hier
ja die Rolle der Prédiktoren spielt. Man kann dann mit X; = v;

X; = f(j + éj (3.331)

schreiben. &; reprisentiert dann alle Einfliisse, die nicht durch die ersten k Spal-
tenvektoren von @ und P in der SVD X = QAY/2P’ erklirt werden. Setzt man

Xp = [l %, (3.332)
ist X also eine (m x k)-Matrix, deren Spaltenvektoren die X;, j = 1,...,k sind,
so kann man allgemein

X=X+ E (3.333)

schreiben, wobei die Spaltenvektoren von Ej die Fehlervektoren é; aus (3.331)
sind. Dann ist X — X3 = Ej und

(X — Xg)'(X = Xp) = | X — Xp|* = E}.Ex, (3.334)

und wegen Satz 3.24, Gleichung (3.244) (Seite 133) gilt
X — Xill2 = Apr,s (3.335)
und nach Satz 3.25 (Seite 134) ist dies die beste Approximation von X im Sinne

des kleinstméglichen Wertes von || X — X || auf der Basis von k latenten Vektoren.

3.18 Schlecht konditionierte Matrizen und Regularisierung*

Die Methode der Kleinsten Quadrate (KQ-Methode) fithrt bei der linearen Re-
gression auf das Gleichungssystem

(X'X)b=X'"y

mit dem unbekannten Vektor b. Die Messungen der Priadiktoren in der Matrix X
und der abhéngigen Variablen im Vektor y sind iiblicherweise nicht fehlerfrei, und
diese Ungenauigkeiten zusammen mit eventuellen Kollinearitdten bzw. Multikol-
linearitéiten zwischen den Pradiktoren wirken sich auf die Genauigkeit, mit der b
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den Vektor b der Regressionskoeffizienten schétzt, aus. Das Ausmaf, in dem sich
Ungenaugigkeiten auf die Losung auswirken, wird als Sensitivitdt bezeichnet. Hat
man also allgemein das Gleichungssystem Ax =y und hat die (n x n)-Matrix A
vollen Rang (ist nicht singulir), so erhilt man die Losung durch x = A~ ly. Fiir
A kann man die SVD anschreiben:

A= QAP (3.336)

wobei @, A und P (n x n)-Matrizen sind und wegen des vollen Rangs von A alle
Eigenwerte in A von Null verschieden sind (man bemerke, dass im allgemeinen
Fall A nicht notwendig symmetrisch ist). Fiir die Inverse A~! erhilt man den
Ausdruck

. ,.
%, (3.337)

Al = (QA1/2P1)—1 _ PA—1/2Q/ _ Z
j=1 "/

denn @ und P sind ja orthonormal, so dass Q' = @', P! = P'. Einge der Im-
plikationen des Falles, dass einige A; klein werden, sind in Abschnitt ?? bereits
angesprochen worden. Kleine Verdnderungen (”Stérungen”) in A oder y konnen
grofie Verdnderungen in x nach sich ziehen (s. a. Satz 3.25, Seite 134). Insbesonde-
re werden die Elemente von A™! gro, wenn \;-Werte klein werden. In Abschnitt
3.10 ist der Begriff der Matrixnorm eingefiithrt worden. Er erweist sich als niitzlich,
wenn man die Sensitivitit, also das AusmafB, in dem etwa die Eigenwerte einer
Matrix sich auf die Inverse einer Matrix auswirken, in einer Mafizahl ausdriicken
will:

Definition 3.24 Es sei A eine Matriz mit der Norm || A||. Dann heifit der Quo-
tient

1A
r(A) =
A=
die Konditionierungszahl der Matriz A. Ist A singulir (d.h. hat A nicht den
vollen Rang, so dass A~ nicht ezistiert, wird k(A) = oo gesetzt.

(3.338)

Die Matrixnorm sei etwa durch die Frobenius-Norm (3.236) gegeben. Der Wert
von ||Al| ist dann durch die Summe der |a;;|? gegeben. Ist A schlecht konditioniert,
so sind die Elemente der Inversen A~! grof im Vergleich zu den a;; und die Norm
von A71 ist grof im Vergleich zur Norm ||A||. Fiir symmetrische Matrizen ist
k(A) durch

R(A) = e (3.339)

>\min

gegeben, Apmax der grofite und Ay, der kleinste Eigenwert von A. Je kleiner also
der kleinste Eigenwert der Matrix, desto grofler die Konditionierungszahl. Der
folgende Sachberhalt erlautert die Bedeutung der Konditionierungszahl.

Insbesondere Gleichungssysteme mit einer groffen Anzahl von Unbekannten
werden iterativ gelost (auf die Details der numerischen Verfahren wird hier nicht
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eingegangen). Dabei spielen Rundungsfehler eine Rolle, die eine Abweichung von
der wahren Losung bewirken. Die Elemente der Matrix A des Gleichungssystems
sind im Allgemeinen reelle Zahlen, die als Vereinigung der rationalen und der irra-
tionalen Zahlen definiert sind. Rationale Zahlen sind als Quotient (lat. ratio) p/q
darstellbar, wobei p, ¢ natiirliche Zahlen sind, also p,q € N. Bei rationalen Zah-
len ist die Anzahl der Zahlen nach dem Dezimalpunkt (Dezimalkomma) entweder
endlich oder periodisch. Irrationalzahlen sind nicht unverniinftig, sondern einfach
nicht als Quotient — daher irrational, also nicht als ratio — von natiirlichen Zahlen
darstellbar, und sie haben unendlich viele Stellen nach dem Dezimalpunkt und
es existiert keine Periode. Es gibt wesentlich mehr irrationale Zahlen als ratio-
nale Zahlen (auf eine genaue Darstellung der Michtigkeitsverhiltnisse mufl hier
verzichtet werden), — man kann sagen, dass man es im Allgemeinen mit Irrational-
zahlen zu tun hat?®. Bei jeder tatsiichlich durchgefiihrten Berechnung mufl man
sich sich notwendig auf eine endliche Anzahl von Nachkommastellen beschrin-
ken. Dadurch entsteht ein Anfangsabbrechfehler. Die Abweichung der Rechnung
vom wahren Wert ist von der Groflenordnung von x(A) Einheiten der letzten
Dezimalstelle.

3.19 Kroneckerprodukte

Es sei A eine m xn-Matrix und B eine p x g-Matrix. Dann ist das Kroneckerprodukt
von A und B durch die Matrix

annB  ai2B -+ a,B
anB axB - ay,B

C=A®B= . . ) . (3.340)
am1B  ameB -+ amnB

definiert; das Zeichen ® signalisiert die Bildung des Kroneckerprodukts.

X sei eine M x n-Matrix. Man kann aus X Vektoren bilden: einmal, indem
man die Zeilenvektoren aneinander reiht. Es entsteht dann ein mn-dimensionaler
Zeilenvektor x*. Man kann andererseits alle Spaltenvektoren von X untereinander
anschreiben. Es entsteht ein nm-dimensionaler Spaltenvektor x¥. Man spricht
dann von der Vektorisierung der Matrix X. DAs Kroneckerprodukt A ® B hat

26Es sei X eine auf einem reellen Intervall definierte zufillige Versnderliche. Es 148t sich zeigen,
dass die Wahrscheinlichkeit, dass X einen rationalen Wert annimmt gleich Null ist!
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dann die folgenden Eigenschaften:

MA®B) = (AM)®B=A®(AB), AeR (3.341)

A (B®C) = (A®B)@C=A®B&®C (3.342)
(A9B) = A@B (3.343)

(A® BY(F®G) = (AF)® (BG) (3.344)
(Ao B! = A'leB™! (3.345)
(A+B)®C = ARC+BxC (3.346)
A (B+C) = A®B+A®C (3.347)
(AXV)" = (B'® A)x’ (3.348)

4 Abbildungen und Funktionen

4.1 Allgemeine Definition von Abbildungen

Es werde zunéchst der allgemeine Begriff der Abbildung erklart. Eine Abbildung
f einer Menge X in eine Menge Y ordnet jedem Element genau einem Element
aus Y zu:

f: X—=Y, z—y=f(z). (4.1)

f: X — Y ist die Beziehung zwischen den Mengen X und Y, die durch f erkért
wird, und z — y = f(x) gibt f als Zuordnung des Elements x € X zum Element
y = f(x) € Y an. Wichtig ist hierbei, das einem Element x € X nur ein Element
y € Y zugeordnet wird. Dies schliefit nicht aus, das verschiedenen Elementen
x € X der gleiche Wert y € Y zugeordnet werden kann. In diesem Fall kann
von einem Element y € Y nicht eindeutig auf das Element z € X mit f(z) =y
zuriickgeschlossen werden.

Mit der Schreibweise f(X) ist nicht ein einzelnes Element gemeint, sondern
die Menge der Werte, die man erhélt, wenn man f fiir alle Werte aus X bestimmt,
also

f(X) ={f(z),z € X}. (4.2)
Offenbar gilt f(X) C Y. f(X) heifit das Bild von X in Y, und X ist das Urbild
von f(X).
Definition 4.1 Es sei f: X — Y. Dann ist f

1. injektiv, wenn aus z,2’ € X und f(x) = f(z') folgt, dass v = 2’ (und damit
f(x) # f(2') = x # 2'). Es kann f(X) C Y gelten, d.h. f(X) kann eine
echte Teilmenge von 'Y sein.

2. surjektiv, wenn f(X) = f(Y), d.h. zu jedem y € Y existiert ein x € X
derart, dass y = f(x). Es gilt f(X) =Y.
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3. bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist. Es gilt f(X) =Y.

Beispiele: f : R — R, x — ax + b fiir a,b € R fest gewihlte Konstante. f ist
sicher injektiv, denn f(x) = f(2') impliziert az + b = a2’ + b und damit =z = 2/,
wie man leicht nachrechnet. f ist auch surjektiv, denn fiir y = ax + b existiert
genau ein x = (y — b)/a derart, dass y = f(z). Da f sopohl injektiv wie surjektiv
ist, ist f auch bijektiv.

Nun sei f2(x) = ax fiir ein a € R. f ist keine Funktion, denn 2 € R soll nur ein
y-Wert zugeordnet werden. Tatséchlich wird aber x zwei Werten, ndmlich —y und
y zugeordnet, denn (—y)? = y? erfiillen die Bedingung f? = az. Zur Spezifikation
der Funktion muf} also angegeben werden, welchem y-Wert x zugeordnet werden
soll.

Nun sei f: R — R mit y = f(x) = 22. Es sei f(x) = f(2'). Dann folgt nicht
x = 2/, denn fiir x # 2/ gilt ebenfalls f(z) = f(2’), ndmlich wenn 2/ = —x.
Also ist f nicht injektiv. f ist auch nicht f surjektiv. Denn es sei 22 = —1, so
dass © = v/—1. Aber /—1 ist keine reelle Zahl. Dann ist f natiirlich auch nicht
bijektiv. Nun sei Ry die Menge der positiven reellen Zahlen, f : Ry — Ry und
f(x) = x2. Es gibt stets eine positive Zahl z, also € R, derart dass 22 € R.

Jetzt ist f surjektiv und injektiv, also auch bijektiv.

Essei N={1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen, und NU {0} sei die
Menge der natiirlichen Zahlen, zu der die Null hinzugenommen worden sei. Dann
ist : N— NU{0} mit f(n) =n—1, n € N, eine bijektive Funktion. Um das zu
sehen muf} gezeigt werden, dass f sowohl injektiv wie surjektiv ist. Um zu sehen,
dass f injektiv ist, muB man zeigen, dass aus f(m) = f(n) folgt, dass m =n € N.
Man sieht sofort

n—1=fn)=f(m)=m—-1=n—-1=m-1=m=n,

also ist f injektiv. Um zu sehen, dass f auch surjektiv ist, mufl man zeigen, dass
fir n — 1 € NU {0} mindestens ein m € N existiert derart, dass f(m) =n — 1.
Sicherlich folgt aus m € NU{0}, dass m+1 € N (fiir m = 0 ¢ Nfolgt 0+1 =1 € N,
und dies gilt sicher fiir alle 0 < m € N). Also folgt fiir n = m + 1 dann

f(n)=f(m+1)=(m+1)—1=m=n—-1ecNU{0}.
Mithin ist f surjektiv, und damit ist f dann auch bijektiv.

Abbildungen lassen sich verkniipfen:

Definition 4.2 Ist f eine Abbildung der Menge X in eine Menge Y und g eine
Abbildung der Menge Y in die Menge Z, so heifst die Abbildung

fog: X —=Z, xwg(f(x))= (g0 f)(x) (4.3)

die Verkniipfung, oder Komposition oder auch Hintereinanderschaltung der Ab-
bildungen f und g.
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Fiir eine Verkniipfung f o g wird auch
xhy %z (4.4)

geschrieben. Verkniipfungen sind assoziativ, d.h. es gilt

(hog)of=ho(gof), (4.5)
aber im allgemeinen nicht kommutativ, d.h. im Allgemeinen hat man
fog#gof. (4.6)

Der Fall fog = go f ist nicht ausgeschlossen, ist aber ein Spezialfall.
Eine spezielle Abbildung ist

idy : X = X, . (4.7)

id, weist dem Element z € X sich selbst zu, also das identische Element aus X,
zu. Man hat dann den

Satz 4.1 Es sei f : X — Y eine Abbildung, wobei X und Y als nicht leer
vorausgesetzt werden. Dann gilt

1. f ist genau dann injektiv, wenn eine Abbildung g: Y — X existiert derart,
dass go f = id,

2. f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung g: Y — X gibt derart,
dass f o g =id,.

3. f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : Y — X ¢ibt, so dass
fog=1id, und go f = idy gilt.

Anmerkung: Man beachte, dass die Reihenfolge der Verkniipfung von f und g
fiir injektive und surjektive Abbildungen verschieden sind.

Beweis:(1) f sei injektiv. Fir y = f(z) existiert dann genau ein z mit f(x) = y.
Es sei g eine Funktion derart, dass ¢g(y) = z, und fiir g € X beliebig g(y) = zo
fir alle y € Y — f(X). Dann folgt g : ¥ — X und g o f = id,. Umgekehrt sei
g:Y — X und go f = id, gegeben. Ist f(z) = f(2) fiir z,2’ € X. Dann ist
r =1id,(z) = g(f(2')) = idp = 2/, so dass f injektiv sein muB.

(2) f sei surjektiv. Fiir jedes y € Y wird ein z € X mit f(z) = y gewéhlt, und
es sei g(y) := x. Dann folgt f o g =id,. Es sei umgekehrt g: Y — X und y € Y.
Dann ist y = f(g(y)), also ist f surjektiv.

(3) f sei bijektiv. Dann sei g := f~!; g erfiillt dann die Bedingung. Umgekehrt
sei g:Y — X mit go f =id, und f o g = id, gegeben. Dann ist f bijektiv und
g=f"L O
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Der Begriff der Abbildung ist hier sehr allgemein eingefiithrt worden; die Men-
gen X und Y, fiir die f : X — Y definiert sein soll, wurden nicht weiter spe-
zifiziert. Dieser Ansatz 13t die Moglichkeit offen, Produkte von Mengen zu be-
trachten: so seien Xy,..., X, Mengen, und es sei X = X; x --- x X,,, also das
Cartesische Produkt der X7, ..., X,,. Expliziter formuliert ist X durch

X ={(x1,...,zpn)|z; € Xi} (4.8)
definiert, also als die Menge der n-Tupel, die sich ergeben, wenn man jeweils
ein Element aus jeder Menge X; auswiihlt und damit einen Vektor (z1,...,z,)
erhalt. Ist X1 =--- = X, = X, so kann man

Xix XX, =XxXx---xX=X" (4.9)

schreiben. Fiir X = R die Menge der reellen Zahlen erh&lt man insbesondere
R™ als Menge der n-dimensionalen Vektoren. Man kann dann Funktionen der Art
f :R™ — R™ betrachten, worauf im folgenden Abschnitt ndher eingegangen wird.

4.2 Lineare Abbildungen

Funktionen sind als Abbildungen einer Menge X in eine Menge Y definiert wor-
den. Vektorrdume sind Mengen, so dass man auch Funktionen als Abbildungen
eines Vektorraums in sich selbst oder in einen anderen definieren kann. Hier wer-
den insbesondere lineare Abbildungen betrachtet:

Definition 4.3 Fs seien V und W Vektorrdume iber einem Korper K und f :
V — W sei eine Abbildung von V in W. f heifit linear, wenn die Bedingungen

fle+y) = [fl@)+fy) (4.10)
flax) = af(x), acK (4.11)

erfillt sind.

Wegen (4.11) lassen sich lineare Abbildungen auch durch

flax +by) = af(z) +bf(y) (4.12)

definieren.

Ein Vektorraum ist eine Menge von Elementen, den ’Vektoren’, fiir die eine
Addition und eine Multiplikation mit einem Skalar erklért ist. Die Abbildungen
f werden in der folgenden Definition charakterisiert:

Definition 4.4 Die Bedingungen (4.10) und (4.11) entsprechen den Verkniip-
fungen von Elementen in einem Vektorraum, sie sind mit den Verkniipfungen im
Vektorraum vertriglich; die lineare Abbildung f heifit deswegen ein Homomor-
phismus von Vektorrdumen. Dariiber hinaus heifst f
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Monomorphismus, f ist injektiv,
Epimorphismus, f ist surjektiv,
Isomorphismus, f ist bijektiv,
Endomorphismus, V =W,

Automorphismus,  f ist bijektiv und V = W.

Beispiel 4.1 (Monomorphismus) Es sei V' ein Vektorraum iiber einem Korper
K und vy,..., v, sei ein System von Vektoren aus V. Es werde die Abbildung

iK' >V (4.13)

betrachtet. K™ ist die Menge der n-dimensionalen Vektoren, deren Komponenten
aus K stammen, und diese Vektoren werden auf Elemente des Vektorraums V
abgebildet:

x1
T2
= X1V1 + oV + -+ + TV, (4.14)
xn
d.h. dem Vektor (z1,...,z,)" wird der als Linearkombination definierte Vektor

T1V1 +x2ve + - - - + x, vy, zugeordnet. Die Abbildung i ist linear. Die Einheitsvek-
toren e; sind als kanonische Basis eingefiihrt worden (vergl. (2.93) auf Seite 49).
Es ist dann

ilej)=v;, j=1,....,n (4.15)
Die Vektoren v, ..., v, seien linear unabhéingig. Die Vektoren u = x1vi+xovo+
-+ -+ x, Vv, sind dann eindeutig durch den Vektor (z1, ..., 2,)" bestimmt, d.h. die
Abbildung i ist injektiv und damit ein Monomorphismus. O

Beispiel 4.2 (Endomorphismus) Ein einfaches Beispiel ist
flax) =ax, a€R (4.16)

und x ein n-dimensionaler Vektor. f ist nun eine Abbildung f : V — V des
Vektorraums V' = R" in sich selbst. Fiir den Spezialfall @ = 1 erhélt man

idy : V=V, x—x (4.17)

Da V in sich selbst abgebildet wird, ist die Abbildung ein Endomorphismus. [

Satz 4.2 FEs seien U, V und W Vektorrdume tber einem Korper K und es seien
f:U—=V,g:V — W lineare Abbildungen. Dann ist die Verkniipfung go f :
U — W ebenfalls eine lineare Abbildung.
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Beweis: Es ist fiir a,b € K

(go f)lax+by) = g(f(ax+0by))
glaf(x) +bf(y)) = ag(f(x)) +bg(f(y))
= a(go f)(x) +b(go f)y),

wegen der vorausgesetzten Linearitéit von g und f, — also ist go f ebenfalls linear.
O

Beispiel 4.3 (Isomorphismus) Ist f eine bijektive Abbildung, so gibt es fiir v €
V genau ein w € W mit f(v) = w und fiir alle v/ € V, v/ # v ist f(V) # w.
Es existiert eine Abbildung g : W — V', die dem Element w genau wieder v
zuordnet; ¢ ist die zu f inverse Abbildung, ¢ = f~'. Sind f : V — V' und
g : V! = V" Isomorphismen, so ist auch (go f) : V. — V" ein Isomorphismus.
Denn aus f, g linear und bijektiv folgt, dass auch go f linear und bijektiv ist. Die
Eigenschaften der Isomorphie lassen sich wie folgt zusammenfassen:

(i) VeV
(it) VeV =V >V
(tii) V2V ANV =2V VeV

Das "Wesen” eines Isomorphismus ist, dass sich alle Relationen zwischen Objek-
ten in einem Vektorraum V auf den Vektorraum W iibertragen. So sei by, ..., by,
eine Basis des n-dimensionalen Vektorraums V und es sei f : V' — W ein Isomor-
phismus. Die bj, j = 1,...,n werden dann auf die Vektoren f(by),..., f(b,) €
W abgebildet, und f(b1),..., f(b,) ist eine Basis von W. Es sei weiter B =
(by,...,b,) eine Basis von V. Es sei x = (z1,...,x,) ein Vektor aus K", also
etwa r; € R und damit x € R", es sei

T
xI9 n
=V = Zl’jbj eV.
Jj=1
Tn

Dies entspricht einer Abbildung ip : R™ — V, die ein Isomorphismus von R™ auf
V ist. Denn wenn B eine Basis von V ist, so kann ja jeder Vektor v € V eindeutig
als Linearkombination der Basisvektoren aus B dargestellt werden, und wegen der
Eindeutigkeit ist die Abbildung bijektiv. Damit existiert eine Umkehrabildung igl

il : V=R (allgmein V — K") (4.18)
i1_31 heifit auch Koordinatenabbildung von V zur Basis B. ([l

Im folgenden Satz wird eine Bedingung fiir die Isomorphie einer Abbildung gege-
ben:
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Satz 4.3 Es seien V. und W endlich erzeugte Vektorrdum diber einem Korper
K™ V und W sind genau dann isomorph, wenn sie dieselbe Dimension besitzen,
d.h. wenn

VW e dim(V) = dim(W). (4.19)

Beweis: Es sei V' ein durch eine endliche Basis erzeugter Vektorraum; jeder Vek-
tor aus V wird eindeutig als Linearkombination der Vektoren der Basis erzeugt,
d.h. Bildg : K™ — V und wegen der Eindeutigkeit existiert die inverse Abbildung
Bild;l : V. — K". Damit haben zwei isomorphe Vektorrdume auch dieselbe Di-
mension. Es sei dimV = dimW = n. Dann folgt W ~ K" W ~ K" und V ~ W.
O

Der Satz 1483t sich auf unendlich-dimensionale Vektordume verallgemeinern.

4.3 Kern und Bild einer linearen Abbildung

Der folgende Begriff wird zwar sehr allgemein definiert, hat aber z.B. in der
Theorie der linearen Gleichungen eine wichtige Anwendung:

Definition 4.5 Fs sei f : V — W eine lineare Abbildung. Fs sei

Kernf = {veV|f(v)=0} (4.20)
Bildf = {w e W|es existiert ein vV mit f(v) = w} (4.21)

Kern f heifst Kern von f, und Bild f heifst Bild von f. Der Kern von f heifit
auch der Defekt von f.

Der Kern einer Abbildung von V in W ist also die Menge der Elemente — der
Vektoren — von V', die auf die 0 von W abgebildet werden. Das Bild von f ist die
Menge der Vektoren von W, die sich durch die Abbildung f ergeben; natiirlich
ist Bild f = f(V).

Beispiel 4.4 Es sei v € R3, d.h. v sei ein 3-dimensionaler Vektor. Es werde die
Abbildung L : R?® — R, x — Vv'x, betrachtet, also eine Abbildung, die einem
3-dimensionalen Vektor einen Skalar zuordnet; der Skalar ist als Skalarprodukt
des Vektors v mit einem Vektor x definiert. Das Bild von L ist die Menge der
reellen Zahlen R fiir v # 0, und BildL = {0} fiir v = 0. Der Kern von L ist die
Menge {x € R3|v'x = 0}. Aber v'x = 0 genau dann, wenn v und x orthogonal
zueinander sind, so dass der Kern aus allen Vektoren x besteht, die auf v senkrecht
stehen, also fiir x; und xo aus dem Kern auch alle Linearkombinationen von x;
und X2, so dass v der Normalenvektor einer Ebene ist, vergl. (?7), Seite 77. O

Es gilt dann der
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Satz 4.4 Der Kern und das Bild der Abbildung f :V — W sind Teilrdume von
V' bzw. W. Insbesondere gilt

(1)  finjektive Kern f = {0} (4.22)
(i) f bijektiv < Bildf = W. :
Beweis: Es mufi nur (i) bewiesen werden, weil (ii) gerade die Definition von
Surjektivitat ist.

Wegen f(0) = 0 folgt Kern f # 0, Bild f # 0.

Es sei f injektiv, vi, vy € Kern f und X\ € K, so dass f(vi + va) = f(v1) +
f(va) =040 =0 und Avy € Kern f, dann f(Avy) = Af(vi) = A-0 =0, d.h,
Kern f erfiillt die Bedingungen fiir einen Vektorraum, ist also ein Teilvektorraum
von V. Weiter folgt aus der Injektivitdt von f, dass fiir alle vi,vo € V| f(vy1) =
f(va) = vi = vg, so dass f(v) —vg) = f(@) =0« vy — vy € Kern f. Ist also
Kern f = {0}, so folgt, dass f injektiv ist. O

Satz 4.5 Die Abbildung f sei aus der Menge L(U, W) der linearen Abbildungen
des Vektorraums V in den Vektorraum W. Die Abbildung f € L ist injektiv genau
dann, wenn Kern f = {0}.

Beweis: Es sei Kern f = {0}. Dann folgt

fvi)=f(va) = f(vi)— f(v2) =0

= f(vi—vy)=0=>vi—veeKemnf=vi—vy=0

und mithin v; = vy, also ist f injektiv. Nun sei Kern f # {0}. Dann folgt, dass
f(vi) = f(ve) = 0 fiir vi # va, d.h. es werden verschiedene Elemente aus V' auf
den Nullvektor abgebildet, und mithin ist f nicht injektiv. O

Die Frage nach der Dimensionalitdt von Vektorrdumen spielt in der multiva-
riaten Statistik eine grofle Rolle. Der folgenden Satz sagt etwas iiber die Dimen-
sionalitit aus:

Satz 4.6 FEs sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum, n < oo, d.h. dimV =n <
oo, und f: V. — W sei eine lineare Abbildung von V in einen Vektorraum W.
Dann gilt

dim(Kernf) + dim(Bildf) = n. (4.23)

Beweis: Zunichst sei f = 0. Dann folgt kernf = V' (es werden ja alle Vektoren
bzw. Elemente aus V auf 0 abgebildet), und weiter ist Bildf = {0}, denn (v) =
0 € W fiir alle v e V. Also ist n = 0.

Nun sei f # 0 und dim(kernf) = m. Dann ist m < n, da kernf ein Un-
terraum von V ist. Es sei m > 0. Da kernf ein Unterraum von V ist existiert
eine Basis (by,...,by,) von Vektoren aus kernf, so dass Spann(by,...,by,) =
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kernf. Die Basis (by,...,by;,) kann durch Hinzunahme von geeigneten Vektoren
b1, ..., by zu einer Basis von V erweitert werden; fiir den Fall m = 0 kann
irgendeine Basis von V' gewéhlt werden.

Die Vektoren (f(by,+1),- .., f(by)) bilden eine Basis fiir Bildf. Denn einerseits
gilt
F(Bus1)s -, f(by) € Bildf = Spann(f(bys1), .., f(bn)) C Bildf,
andererseits folgt aus u € Bildf, u = f(v) mit v = 2?21 cjbj €V,

n

u= chf(bj) = Z ¢ f(u;) € Spann(f(bm41, ..., f(bn).
j=1

Jj=m+1

Damit gilt
Bildf = Spann(f(by41...,by).
Jetzt ist noch zu zeigen, dass die by,+1,. .., by, linear unabhéngig sind. Dazu sei
Y jemy16if(bj) =0.Esseiu=3" . ¢b;€kernf, denn f(u) = 0. Ist nun
m =0, so ist ¢jpp1 = -+ - = ¢, = 0. Ist m > 0 so existieren Zahlen dy, ..., d,, mit
n m
Z Cjbj = Zdjb]‘.
j=m+1 j=1

Aber die Darstellung von Vektoren als Linearkombinationen von Basisvektoren
ist eindeutig, so dass ¢y41, - .., ¢y = 0 folgt. ]

Satz 4.7 Es sei (vi,...,vy) eine Basis des Vektorraums V. Weiter seien b;, j =
1,...,n Vektoren aus einem Vektorraum W . Dann existiert genau eine Abbildung

f:V =W derart, dass

f(’Ul) = bl,...,f('vn) = bn. (4.24)

Die Abbildung f ist durch die Angabe der Bildvektoren f(vy),..., f(v,) eindeutig
definiert.

Beweis: Zur Existenz von f: Es seien die Vektoren by,...,b, € W gegeben.
Weiter sei u = Z?:l c;vj € V,und f(u) = Z?:l cjb; € W. Dann folgt zunéchst,
dass f linear ist, denn es sei w = Z;'l:1 d;vj, und

n n

fla+w)=> (¢j+dbj=> ¢bj+ > djb; = f(u) + f(w),
Jj=1 J

7j=1 =1

sowie

FOu) = eidAbj =AY ¢jbj = Af(u),
j=1 i=1
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also ist f linear. Die Linearitéit wiederum impliziert die Eindeutigkeit von f:

n n n

F)=F (> cvi| =Y cif(vi) =Y by,

J=1 J=1 Jj=1

d.h. die Koeffizienten c;, die fiir die Linearkombination u anhand der v; bend&tigt
werden, sind dieselben, die fiir die Linearkombination der b; zur Darstellung
von f(u) anhand der b; herangezogen werden miissen. Dies dokumentiert die
Eindeutigkeit der Abbildung f (s.a. Satz 4.9, Seite 176). O

Definition 4.6 Der Rang der Abbildung f ist durch

rg(f) = dim(Bildf) (4.25)
definiert.
Satz 4.8 FEs gilt stets
rg(f) < dimW, rg(f) < dimV, (4.26)
und
rg(f) =dimW <& f surjektiv. (4.27)

Beweis: Die Ungleichung rg(f) < dim W folgt aus dem Satz, dass fiir V. C W
die Ungleichung dim V' < dim W folgt. Es sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum
und by, ..., b, sei eine Basis von V. Es sei a; = f(b;) fiir j = 1,...,n. Dann gilt

dim(Bildf) = rg(ay, ..., a,),

denn Bildf = (ay,...,a,), mithin folgt rg(f) < dim V. Fiir n < oo folgt aus dem
Vorangegangenen rg(f) = dimV < f ist injektiv. O

4.4 Die Matrix einer linearen Abbildung

Multipliziert man eine Matrix M von rechts mit einem geeignet dimensionierten
Vektor, so ergibt sich wieder ein Vektor, — in Abschnitt 77 ist dieser Sachverhalt
schon beschrieben worden. Ist M eine (m x n)-Matrix und x ein n-dimensionaler
Vektor, so ist Mx =y und y ist ein m-dimensionaler Vektor. Die Multiplikation
von M mit x ordnet dem n-dimensionalen Vektors x den m-dimensionalen Vektor
y zu, oder: dem Element x aus dem n-dimensionalen Vektorraum V wird das
Element y aus dem m-dimensionalen Vektorraum W zugeordnet, bzw. x € V
wird auf y € W abgebildet. Man hat generell eine Abbildung f : V — W,
x +— y. Die Abbildung f wird dabei durch die Matrix M definiert. Die Abbildung
ist linear, und man kann sagen, dass M die Matrix der linearen Abbildung f ist.
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Satz 4.9 FEs sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum tber K mit der Ba-
sis B = (by,...,by), und W sei ein beliebiger Vektorraum. Zu jedem n-Tupel
(ai,...,a,) von Vektoren in W ezistiert genau eine Abbildung

f:V = Wmit f(bj) =a;,j=1,...,n (4.28)
Beweis: Ein beliebiger Vektor v € V' kann in der Form
V:Zmibj, (L‘jEKn

j=1

dargestellt werden. Ist f linear, so gilt

F) =FD ab; | = flajb) =D zf(b;) =D =zja;.
j=1 j=1 j=1 j=1

Damit ist f eindeutig bestimmt.

Jetzt ist noch zu zeigen, dass f mit der Eigenschaft (4.28) existiert. Ist v =
Zj xjbj, und soll f(v) = Zj xja; sein, so mufl f eindeutig sein, da v eindeutig
als Linearkombination definiert ist. f geniigt damit (4.19) und f ist linear. [

Beispiel 4.5 Es sei A = (a;;) eine beliebige (m x n)-Matrix iiber K. Die Spalten
von A seien die Vektoren ay, ..., a,. Nach Satz 4.9 existiert genau eine Abbildung
f K" — K™ mit

a1j
a2; .
flej) =a; = S 1<i<n (4.29)
Qmj
wobei (e1,...,e,) die kanonische Basis voin K" ist. Es sei x ein beliebiger n-

dimensionaler Vektor, der als Linearkombination der kanonischen Basis darge-
stellt sei, so dass

x1
n X9
X = Z rje; = _ . (4.30)
i=1 :
T,

Ein Vektor u kann dann auch als Linearkombination der Spalten a; von A aus-
gedriickt werden:

a11x1 + a12x2 + - - + a1pTy
a21T1 + a22x2 + - - + ATy

fx)=u= ijaj = : . (4.31)
j=1 :

Am1T1 + Am2X2 + - - -+ AmpTn
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Diese Charakterisierung einer linearen Abbildung ist allerdings noch ein we-
nig unvollstdndig. Man muf} sich daran erinnern, dass die Komponenten eines
Vektors seine Koordinaten in Bezug auf eine bestimmte Basis des Vektorraums
sind, zu dem der Vektor gehort, wie in Definition 2.15 und der darauf folgen-
den Anmerkung (Seite 47) ausgefiithrt wird. Jeder Vektor v € V' 1a8t sich ja als

Linearkombination der Vektoren einer Basis B = (vy,...,v,) von V darstellen:
V =2x1V] + LoV + - + TV, (4.32)
und die Komponenten x; des Vektors x = (1, ..., z,)’ sind dann die Koordinaten
von v in Bezug auf die Basis B. Analog dazu 14t sich jeder Vektor x € W als
Linearkombination der Vektoren einer Basis B’ = (w1, ..., Wy,) von W darstellen:
W =y1W1 + -+ Y Wi (4.33)

Dann 148t sich insbesondere f(v;) € W als Linearkombination der Basisvektoren
in B’ darstellen:

m
f(Vj) = a1W1 + s A Wi, = Z Qi jWi. (4.34)
i=1
Die Koeffizienten (a1, . .., an,j) miissen spezifisch fiir v; gewéhlt werden (weshalb

der zweite Index j erscheint) und kénnen in einer Matrix M zusammengefasst
werden, M = A = (a;j). Wegen (4.32) hat man fiir einen beliebigen Vektor v € V

f(v) =z1f(v1) +22f(va) + -+ anf(va) = ijf(vj) = ij Zaijwi,
=1

j=1 =1
oder
m n m
fv) = Z Zaz‘jivj Wi = Zyiwi (4.35)
i=1 \j=1 i=1
mit
n
yz‘zzaz‘jfvg‘, i=1,...,m (4.36)
j=1
f(v) wird damit als Linearkombination der Basisvektoren wy,...,w,, von W

dargestellt, und die Koordinaten (Koeffizienten der w;) sind durch die y; gegeben.
Man erhilt
Ax =y =x1a1 + x0a9 + -+ - + TpAL, (4.37)

wobei die aj, j = 1,...,n die Spaltenvektoren von A sind.

Die Elemente von A werden durch die Wahl der Basis B’ fiir die Vektoren aus
W bestimmt, der Vektor x wird durch die Wahl einer Basis B fiir die Vektoren

aus V bestimmt. Damit hiingt y sowohl von B wie von B’ ab. Man schreibt
deshalb auch MZ (f) fiir die Matrix A, also M5, (f) = A.
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Illustration: Es sei f : R? — R?, insbesondere sei

T €1
il o :(‘”1 12 “13> | = Ax. (4.38)

a1 Q22 a3
z3

Man sieht nun leicht, dass die Spaltenvektoren a; von A gerade die Bilder der
gewdhlten Basis von V sind. Dazu werde der Einfachheit halber die kanonische
Basis ey, ez, e3 fiir R? angenommen. Setzt man fiir x = (1, 22, 23)’ nun der Reihe
nach eq, es und ej3 ein, so erhilt man

fler)=f
fle2) = f

fles)=f = A

R OO O, O OO+
I
s
—H OO O O OO
I
N N N
SIS
N =
NN
~__
I
o
I\

Fiir x = 211 + 29Xo + x3e3 € R3 ist f(x) = z1f(e1) + z2f(e2) + z3f(e3) findet
man dann f(x) = Ax = x1a; + x0as + 2383 =y € R2,

Hintereinandergeschaltete Abbildungen:

5 Eigenvektoren und Eigenwerte nichtsymmetrischer
Matrizen

5.1 Der allgemeine Fall

Der Begriff des Eigenvektors und der des zugehorigen Eigenwerts ergab sich in
Abschnitt 3.9.2 bei der Betrachtung einer Koordinatentransformation auf eine na-
tiirliche Art und Weise fiir den Spezialfall symmetrischer Matrizen. Fiir nichtsym-
metrische quadratische Matrizen konnen ebenfalls Eigenvektoren existieren, die
aber nicht notwendig reell sind; so sei A eine orthonormale Matrix. Das Produkt
von A mit einem Vektor x liefert einen Vektor y, der sich von x moglicherweise
durch eine Rotation unterscheidet: so sei

A= ( cos¢ —sing )

sing cos¢

B cos ¢ —sing \ [ y1 | _
AX_$1<sin¢>+m2< cos ¢ >_<y2>_y’

178

Dann ist



und y ist nur parallel zu x fiir diejenigen Werte von ¢, fiir die cos¢ = 1 und
sin ¢ = 0 ist, also z.B. fiir ¢ = 0, so dass A = I mit den Spaltenvektoren (1,0)’
und (0, 1). Dies ist der gewissermaflen triviale Fall, bei dem gar keine Rotation er-
zeugt wird. Man findet allerdings komplexwertige Eigenvektoren mit zugehorigen
komplexwertigen Eigenwerten, — fiir ¢ = 7/4 etwa findet man die Eigenvektoren
(i,1)" und (—i,1)’ mit den Eigenwerten (1+4)/v/2 und (1 —i)/v/2, mit i = v/—1,
wie man durch Nachrechnen bestéitigt. Wie komplexe Eigenvektoren und - werte
zu deuten sind, wird spéter noch besprochen werden.

Charakteristische Gleichung einer Matrix: Es sei A eine quadratische Ma-
trix. Aus Au = Au folgt Au — Au = AMu = 0, [ die Einheitsmatrix; die Dimen-
sionen von [ entsprechen denen von A. Diese Gleichung kann in der Form

(A= ADu=0 (5.1)

geschrieben werden. Diese Gleichung beschreibt ein homogenes Gleichungssystem:
In ausgeschriebener Form hat man

(@11 — ANui + apug + -+ - + appuy, = (5.2)
agiur + (ag2 — Nug + -+ + aspu, = 0 (5.3)

(5.4)
Ap1Ul + Apot + -+ + (ann - A)un =0 (55)

Solche Gleichungssysteme haben nur dann mindestens eine nicht-triviale Losung
(d.h. eine Losung, die nicht gleich dem Nullvektor 0 ist), wenn die Koeffizien-
tenmatrix nicht vollen Rang hat, d.h. wenn ihre Determinante verschwindet, so
dass

ail — A a2 e a1n
a1 ag — A --- a2y,
|A— | = . —0 (5.6)
anl an2 o App — A

Entwickelt man die Determinante, so ergibt sich ein Polynom P(\) in A vom Grad
n:

JA=XI| = (=1)" N = BN - Bo A" 2 (1)1 B A (—=1)"B,] = 0. (5.7)

Dieser Gleichung bzw diese Gleichung, wenn man den Faktor (—1)" wegliaft, heifit
charakteristische Gleichung der Matrix A, und das Polynom auf der rechten Seite
heifit charakteristisches Polynom von A. Die Gleichung hat, wie aus der Theorie
der Polynome bekannt ist, insgesamt n Losungen — also mogliche Eigenwerte
von A —, von denen aber nicht alle identisch sein miissen. Die Nullstellen von
P(\) sind die moglichen Eigenwerte von A. Wie aus dem Fundamentalsatz der
Algebra bekannt ist, existieren genau n Nullstellen A1, ..., A,, die allerdings nicht
alle verschieden sein miissen und die durch komplexe Zahlen A = a4, i = v/—1,
gegeben sein kénnen. Es gilt dabei
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Satz 5.1 Ist ein Figenwert A der quadratischen Matriz mit reellen Elementen
komplez, so existiert ein zweiter Eigenwert A, der zu A konjugiert komplez ist, dh
gilt A\ = a+1if, so ist auch A = a — i ein Eigenwert von A.

Beweis: Es ist (A — X)u = 0. Der Ubergang zu konjugiert komplexen Zahlen
fiihrt zu (A — M )u = 0. Aber A ist als reell vorausgesetzt worden, also folgt

(A—X)a=0, (5.8)

und dies heifit, dass A ebenfalls ein Eigenwert von A ist. (|

Links- und Rechtseigenvektoren: Es sei A eine nicht notwendig symmetrische
(n x n)-Matrix, und fiir einen n-dimensionalen Vektor u gelte die Beziehung

Au = Au. (5.9)
Dann ist u ein Eigenvektor von A, und A ist der zugehorige Eigenwert.
Es sei B = A’; gilt
Bv = pv, (5.10)
so ist v ein Eigenvektor von B und p der zughorige Eigenwert. Es ist
(Bv) =v'B'=v'A=pv'.

v heiit auch Linkseigenvektor von A; u in (5.9) heifit dementsprechend Rechtsei-
genvektor. Wegen (5.10) iibertragen sich alle Aussagen iiber Rechtseigenvektoren
auf Linkseigenvektoren, was allerding nicht bedeutet, dass Links- und Rechtsei-
genvektoren notwendig identisch sind. Notwendig identisch sind sie nur fiir den
Spezialfall symmetrischer Matrizen. Denn wenn A’ = B = A gilt, so folgt aus
(5.10) Bv = Av = pv, d.h. ein gegebener Linkseigenvektor entspricht einem
Rechtseigenvektor. Im Falle A" # A gilt der

Satz 5.2 Es sei A eine quadratische, nicht-symmetrische Matriz. Es gelte einer-
seits VA = pv/, andererseits Au = Au mit X\ # p. Dann folgt w/v =0, d.h. die
Links- und Rechtseigenvektoren sind orthogonal zueinander.

Beweis: Multiplikation von v'A = v’ von rechts mit u und von Au = Au von
links mit v’ liefert

vVAu = pvu=\u

vVAu = MWu=puv'u
Da v/ Au—v'Au = 0 folgt Av'u—pv'u = (A —p)v'u = 0, woraus wegen A — p # 0
die Behauptung v'u = 0 folgt, d.h. u und v sind orthogonal. O

Im Falle nicht-symmetrischer Matrizen sind Links- und Rechtseigenvektoren
also verschieden, da sie ja orthogonal zueinander sind. Dieses Resultat bedeutet
nicht, dass auch die Rechts- und Linkseigenvektoren untereinander orthogonal
zueinander sind. Aber die Giiltigkeit des folgenden Satzes &8t sich zeigen:
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Satz 5.3 FEs sei A eine nicht-symmetrische, quadratische Matriz mit mehr als
einem Rechtseigenvektor. Die Rechtseigenvektoren sind linear unabhdngig, sofern
die zugehorigen Figenwerte verschieden sind.

Beweis: Es seien u; und u; zwei Rechtseigenvektoren von A mit zugehorigen
Eigenwerten u #£ A, fiir die u # A gelte. Angenommen, sie seien linear abhéingig;
dann existieren Koeffizienten a1 und ag ungleich Null derart, dass

aiuy + asug =0 (5.11)
Multiplikation von links mit A fithrt dann auf a; Au; + as Aus = 0, d.h. auf
ajpuy + agAug = 0. (5.12)

Multipliziert man (5.11) mit A und subtrahiert (5.11) dann von (5.12), so erhélt
man
a1 (A — p)uag + ag(A — A)uy =0,

woraus wegen A — p # 0 sofort a; = 0 folgt. Auf analoge Weise fogt ae = 0, d.h.
u; und uy sind linear unabhéngig.

Diese Aussage gilt fiir irgendzwei Rechtseigenvektoren von A. Hat man also
insgesamt drei Eigenvektoren, so sind sie paarweise linear unabhéngig, so dass
man sagen konnte, sie seien insgesamt linear unabhéngig. Das Argument ist aber
intuitiv, und ein strenger Beweis ist einer intuitiven Betrachtung stets vorzuzie-
hen. Dieser ergibt sich durch das Prinzip der vollstéindigen Induktion. Es gebe
also r > 2 linear unabhéngige Eigenvektoren, so dass

aju] + agug + - - + a,u, = 0 genau dann, wenn a; = --- =a, = 0.

Es ist zu zeigen, dass dann auch r + 1 Eigenvektoren linear unabhingig sind, so
dass
a1vi + agvo + -+ ap Ve 4+ app1vpr1 =0 (5.13)

gilt mit a1 = az = .-+ = ap41 = 0 als einziger Losung. Da die u; Eigenvek-
toren sind, gilt Au; = Aju;. Multiplikation von (5.13) mit A fithrt dann unter
Beriicksichtigung dieser Beziehung auf die Gleichung

aiAiur + agAgug + -+ ap Ay + apr1App1uprr = 0. (5.14)

Multipliziert man (5.13) mit A,4; und subtrahiert die Gleichung dann von (5.14),
so erhélt man

ar(A1 — Apr)ur + -+ ap(Ap — Apt1)up =0,

und wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit der v;, 1 < j < r hat
man einerseits a; = - -- = a, = 0 und wegen der ebenso vorausgesetzten Ungleich-
heit der A; folgt dann aus (5.14) ap41Ap+1upt1 = 0. Daraus folgt wegen \p4q1 # 0
dann apy1 = 0, so dass die uy,...,u,11 ebenfalls linear unabhingig sind. ]
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Der Beweis gilt fiir eine beliebige quadratische Matrix, also auch fiir A’ und
damit fiir die Rechtseigenvektoren von A’, die aber die Linkseigenvektoren von
A sind, so dass deren lineare Unabhéngigkeit ebenfalls nachgewiesen ist. Gilt der
Spezialfall A’ = A, ist A also symmetrisch, so folgt sofort, dass in diesem Fall die
Linkseigenvektoren gleich den Rechtseigenvektoren sind, und wie bereits gezeigt
wurde gilt dann nicht nur die lineare Unabhéngigkeit der Eigenvektoren, sondern
dariiber hinaus auch die Orthogonalitidt der Eigenvektoren.

Im Folgenden werden nur die Rechtseigenvektoren betrachtet und es wird der
Kiirze wegen nur von Eigenvektoren geredet; alle Aussagen iibertragen sich auf
die Linkseigenvektoren. Zunéchst soll die Beziehung zwischen einer quadratischen
Matrix A und ihren Eigenvektoren und Eigenwerten auf eine andere Art darge-
stellt werden, die Aufschlufl iiber die Anzahl und Art der Eigenvektoren und
-eigenwerte gibt.

Ahnliche Matrizen: Es sei V die Matrix der Eigenvektoren einer beliebigen
quadratischen Matrix A. Da die Spaltenvektoren von V' linear unabhingig sind,
folgt die Existenz der zu V inversen Matrix V1. Aus AV = VA, A die Matrix
der zugehorigen Eigenwerte, folgt dann durch Multiplikation von rechts mit V!

A=VAVL (5.15)
Durch Multiplikation von rechts mit V' und von links mit V~! erhélt man hieraus
VTIAV = A (5.16)
Mit diesen beiden Gleichungen hat man einen Spezialfall einer Beziehung zwi-

schen Matrizen, die durch die folgende Definition charakterisiert wird:

Definition 5.1 Es seien A und B zwei (n x n)-Matrizen und es ezistiere eine
nichtsinguldre Matriz C derart, dass

B=C"1tAC (5.17)
gilt. Dann heiffen A und B &hnlich.

Offenbar bedeuten (5.15) und (5.16), dass A und A dhnlich sind. Da A eine Dia-
gonalmatrix ist, heilt A auch diagonalisierbar. Damit eine (n x n)-Matrix dia-
gonalisierbar ist, muf also die Matrix V! existieren, und diese Matrix existiert,
wenn A vollen Rang hat, denn dann hat A n linear unabhéngige Eigenvektoren.

Komplexe Eigenwerte und - vektoren: Es ist bisher stets vorausgesetzt wor-
den, dass fiir eine gegebene quadratische Matrix Eigenwerte und - vektoren exi-
stieren. Die Frage ist aber, ob fiir eine beliebige quadratische Matrix tiberhaupt
Eigenvektoren existieren miissen. Gegeben sei etwa die Matrix

A = (G0 e ) (5.15)

cos ¢
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Ein Eigenvektor v von A muf} die Bedingung Av = w = Av erfiillen, d.h. der
Vektor w muf} parallel zu v sein, er darf sich nur in der Lénge von v unterscheiden.
Aber fiir ¢ # 0 und ¢ # 7 bewirkt A eine Rotation des Vektors v, w kann also
nicht parallel zu v sein. A hat mit Ausnahme spezieller ¢-Werte zumindest keinen
reellen Eigenvektor. Um die Situation allgemein zu kldren, geht man noch einmal
auf die Gleichung (5.9) zuriick: so dass sich die Eigenwerte von A als Nullstellen
des Polynoms ergeben. Speziell fiir die Matrix (5.18) erhélt man

|A — M| =4)\* —4Xcos¢p+1=0; (5.19)

auf die Herleitung des Polynoms wird hier verzichtet, da es nur auf die Implika-
tionen von (5.19) ankommt. Man findet die Nullstellen

1 1
AL = §(cos<;5 +ising), A= §(cosq5 —ising), i =+v-1 (5.20)
Die in (5.18) definierte Matrix A hat also zwei komplexe Eigenwerte, relle Ei-
genwerte ergeben sich nur fiir solche ¢-Werte, fiir die sin ¢ = 0 ist, also etwa fiir
¢ = 0, wenn gar keine Rotation der Vektoren stattfindet, oder fiir ¢ = 7/2, wenn
eine Rotation um 90 stattfindet.

Es ist also moglich, dass fiir eine beliebig gewéhlte quadratische Matrix keine
rellen Eigenwerte existieren, dass man aber komplexwertige Eigenwerte finden
kann, die als Paare konjugiert komplexer Zahlen auftreten?’. Nun hitte man
noch gerne die zugehorigen Eigenvektoren bestimmt. Fiir A findet man zwei:

ulz(_li), m:(i). (5.21)

Natiirlich ergibt sich die Frage der Deutung von komplexen Eigenwerten und Ei-
genvektoren. Diese treten etwa bei der Analyse dynamischer Systeme und dement-
sprechend bei allgemeinen Diskussionen von Zeitreihenproblemen auf; wegen ihrer
Bedeutung werden sie im Abschnitt 7?7 gesondert betrachtet. Hier sollen zunéchst
noch bestimmte Typen von Matrizen eingefithrt werden.

Typen von Matrizen: In der multivariaten Statistik spielen symmetrische Ma-
trizen mit reellen Elementen eine zentrale Rolle, es ist aber trotzdem sinnvoll,
auch den allgemeinen Fall einer Matrix mit moglicherweise komplexwertigen Ele-
menten zu betrachten.

Sind die Elemente einer Matrix A komplex, d.h. von der Form z = x + iy mit
i = +/—1, so heifit A die zu A konjugierte Matrix; die Elemente von A enthalten
die hzu z konjugiert komplexen Elemente z = x — iy. Sind nur die Imaginérteile
1y der Elemente einer Matrix A von Null verschieden, so heiit A imagindr; in
diesem Fall gilt A = —A. Die Transponierte A’ einer Matrix A heiit die mit A
assoziierte Matrix.

27Zwei komplexe Zahlen z und Z heifien konjugiert komplex, wenn sie sich nur im Vorzeichen
des Imaginérteils unterscheiden, wenn also z = z + iy und z = = — iy gilt.
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Fiir symmetrische Matrizen gilt A" = A, d.h. a;; = a;; fiir alle 4, j. Gilt fiir
eine Matrix die Ausssage a;; = —a;;, so heiit A schief-symmetrisch.

Ein wichtiger Fall ist durch die Gleichung
A=A (5.22)

definiert; in diesem Fall heiit A hermitesch®®. Ist A = A, so sind die Elemente von
A alle reell und (5.22) bedeutet einfach, dass A symmetrisch ist. Das der reelle Fall
ein Spezialfall ist, gelten alle Aussagen iiber hermitesche Matrizen auch fiir reelle
symmetrische Matrizen, so dass es Sinn macht, bestimmte Aussagen allgemein
fiir hermitesche Matrizen zu machen.

5.2 Das generalisierte Eigenvektorproblem

Eine Reihe von statistischen Fragestellungen fiithrt auf das generalisierte Eigen-
vektorproblem, so etwa die Frage, ob zwei, an m "Fillen” erhobene Datensétze
die gleiche oder eine dhnliche latente Struktur haben oder nicht. So kann man
an m Personen (Patienten, etc) Messungen von n Variablen vor und nach einer
Intervention (etwa einer Therapie) erheben. Die Frage nach einer Verénderung
durch die Intervention (Therapieerfolg) fithrt auf die Frage, ob sich Vorher- und
Nachhermessungen systematisch voneinander unterscheiden. Die Berechnung der
Kanonischen Korrelationen kann hier zu Antworten fithren. An dieser Stelle soll
auf die rein formalen Aspekte derartiger Methoden eingegangen werden.

Definition 5.2 Es seien A und B symmetrische, positiv semidefinite Matrizen.
Dann reprisentiert
Aw = ABw (5.23)

das generalisierte Eigenvektorproblem.

Setzt man B = I, I die entsprechende Einheitsmatrix, so reduziert sich das das
generalisierte Eigenvektorproblem auf das bekannte einfache Eigenvektorproblem.

Generalisierter Rayleigh-Quotient: Der generalisierte Rayleigh-Quotient ist

durch
w Aw

plw) = 22 (5.24)

definiert.

Es ist klar, dass es bei diesem Ausdruck nicht auf die Lange der w ankommt,
denn setzt man bei (5.24) pw, p € R fiir w ein, so kiirzt sich u sofort heraus.
Deswegen kann man fiir die Linge von w fordern, dass sie der Bedingung w’ Bw =
1 geniigt. Man kann dann (5.24) in

p(w) =wAw, wBw=1 (5.25)

#8Nach dem franzosischen Mathematiker Charles Hermite (1822 — 1901)
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umformulieren.

Die Matrizen A und B sind als symmetrisch vorausgesetzt worden, — aber
B7'A ist deswegen nicht notwendig ebenfalls symmetrisch. Dies bedeutet, dass
die Folgerungen fiir den symmetrischen Fall Cw = Aw, C' eine symmetrische
Matrix, nicht mehr zutreffen miissen. So kann man z.B. nicht mehr folgern, dass
die verschiedenen Eigenvektoren w;, die der Gleichung (5.26) geniigen, notwendig
orthogonal zueinander sein miissen.

Riickfithrung auf den symmetrischen Fall: B ist als symmetrisch und positiv
semidefinit vorausgesetzt worden. Dann kann man die Wurzel B/2 = PAY/2p’
von B bestimmen, — offenbar ist

BY2BY/2 = B = pAY/2p' PAY/2P = PAP,

denn P’'P = I die Einheitsmatrix. Die Gleichung (5.23) fithrt durch Multiplikation
von links mit B~! auf
B™'Aw = \w. (5.26)

Multipliziert man diese Gleichung von links mit B'/2, so erhilt man
BY?B ' Aw = B~Y?Aw = \B'?w.

Es sei v die Transformation von w mit B~%/2, d.h. es sei w = B~Y2y. Dann
erhélt man

B7Y2AB7 2y = \v. (5.27)
Die Matrix B~'/2AB~1/2 ist aber symmetrisch: (B~'/2AB~1/2) = B=1/2AB~1/2,
wegen A’ = A und (B'/?) = BY/?, und damit hat man mit (5.27) ein Eigenwert-
und Eigenvektorproblem der bekannten Art fiir symmetrische Matrizen. Die Lo-
sungen v; sind bekanntlich orthonormal (vergl. Satz 77, Seite 77). Weiter ist

V/AV — W/BI/QB—I/QAB—I/QBI/QW — (BI/QW)/B—I/Q(BI/QW
und
W/BW — W/BI/QB—I/QBB—1/2BI/2W — (BI/QW)/(BI/QW — HBI/2W||27
so dass der generalisierte Rayleigh-Quotient die Form

w AW Bl/2w /B—l/ZAB—l/Z B1/2W
w’/Bw | BY/ 2w ||

annimmt. Damit ist der generalisierte Rayleigh-Quotient auf den iiblichen Rayleigh-
Quotienten fiir symmetrische Matrizen zuriickgefiithrt. In anderer Formulierung
kann man sagen, dass die Losung fiir den generaliserten Rayleigh-Quotienten
durch die Losung fiir den gewohnlichen Rayleigh-Quotienten in einem transfor-
mierten Raum gegeben ist. Man kommt damit zu der Aussage (Shaw-Taylor &
Christianini (2004), p. 162)%

29Qhaw-Taylor, J. Christianini, N.: Kernel Methods for Pattern Analysis. Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge 2004
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Satz 5.4 Ein beliebiger Vektor v kann als Linearkombination der w;, j =1,...,k
angeschrieben werden. Fir die Eigenvektoren des generalisierten Figenvektorpro-
blems Aw = ABw gelten die Relationen

1, 1=

w;Bwj = 5ij7 w;AwJ = 5ij/\i7 61’]‘ = { 0’ i 7&]

(5.29)

Beweis: Es war v = BY/?w, und als Losungen von (5.27) sind die v; orthonormal.
Es i # j und A\; # 0. Dann folgt, wegen Aw = ABw (vergl. (5.26)) und damit
Bw = (1/\)Aw, folgt

1
0=vjvj= W;Bl/2Bl/2Wj = w,Bw; = )\—Wiij;
J

nach (5.23) gilt ja Aw = ABw und deshalb (1/\;)Aw = Bw. Damit gilt (5.29)
fiir den Fall ¢ # j.

Nun sei i = j; es ist 1 = viv; = w,B'/2BY?w;, also
)\i = )\iV;Vi = )\Z‘WéBlﬂBl/QWi = )\ZW/ILBWZ = WiAWi,
und dies ist (5.29) fiir den Fall i = j. O

Die Maximierung von (5.29) (Maximierung unter Nebenbedingungen, S. An-
hang) fiihrt auf die Gleichung (5.26).

Satz 5.5 Fir den generalisierten Rayleigh-Quotienten gilt

p1 < p < pa, (5.30)

und p1, pa sind durch die Eigenvektoren definiert, die zum kleinsten bzw. grifiten
Eigenwert korrespondieren.

Der Beweis ergibt sich analog zum Beweis fiir den Rayleigh-Quotienten fiir sym-
metrische Matrizen (Satz von Courant-Fisher, Seite 127).

Satz 5.6 Gilt Av = ABv und sind A und v die Figenwerte und Eigenvektoren
fir den generalisierten Rayleigh-Quotienten, so kann A gemdf

,
A=>"X;Buv;(Bv;) (5.31)
j=1
zerlegt werden.
Beweis: Fiir eine beliebige symmetrische Matrix C' mit der Matrix P der Ei-
genvektoren und der Diagonalmatrix A = diag(\1,...,\,) der Eigenwerte gilt
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bekanntlich C' = Zj )\jpjp;-. Die Matrix B~Y/24B~1/2 ist symmetrisch, mithin
gilt

371/214.871/2 = Z )\jVjVS-.
j=1
Multipliziert man von links mit BY/2 und von rechts ebenfalls mit B2, so folgt

A= Z )\jBl/Q(Bl/QVjVj)/ = Z )\jBWj(BWj)/,
J=1 J

und das war zu zeigen. ([l

5.3 Mehrfache Eigenwerte

Es sei A eine (n x n)-Matrix und es werde die Gleichung Av = Av betrachtet:
A ist ein Eigenwert von A und v der zugehorige Eigenvektor. Es gibt maximal
n verschiedene Eigenwerte, d.h. es ist moglich, dass einige Eigenwerte mehrfach
vorkommen (multiple Eigenwerte, multiplicity, repeated eigenvalues). Ein einfa-
ches Beispiel ist die (n x n)-Identitdtsmatrix I: fiir jeden n-dimensionalen Vektor
x gilt Ix = x, d.h. jeder Vektor x ist ein Eigenvektor von I, und alle haben den
Eigenwert A = 1.

Definition 5.3 Es sei V' ein Vektorraum und es sei Vy = {v € V|Av = Av}.
Dann heifit Vy der Eigenraum von A zum Figenwert \.

Bemerkung: Aus Av = \v folgt (A — A\I)v = 0. Diese Gleichung ist ein lineares
Gleichungssystem in v, d.h. in den Komponenten von v als Unbekannten. Be-
kanntlich heifit die Menge der Vektoren x, die der Gleichung Ax = 0 geniigen,
der Kern von A: kern(A) = {x|Ax = 0}. Dementsprechend ist kern(A —\I) = V4,
d.h. der Eigenraum VX ist der Kern von (A — AI). O

Da zu jedem Eigenwert A ein Eigenvektor v korrespondiert, enthélt V) zumin-
dest ein Element. Da mit v auch av, a # 0 ein Eigenvektor ist, ist V) zumindest
ein 1-dimensionaler Teilraum von V. Die Frage ist, ob V) stets ein Teilraum von
V' ist. Man sieht dies leicht ein: sind v # w aus V), so ist mit a € R, b € R auch
u = av + bw € V). Denn wegen Av = A\v, Aw = Aw hat man auch

A(av + bw) = aAv + bAw = alv + bAw = \u.

Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des Polynoms, das durch die De-
terminante

Pyi=|A—X|=0

definiert ist. Mehrfache Eigenwerte gibt es demnach dann, wenn dieses Polynom
mehrfache Nullstellen hat. Man kann nun zeigen, dass, wenn \ eine m-fache Null-
stelle von P4 ist, dann die Dimension des Eigenraums V) kleiner, hochstens gleich
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m ist, d.h. es gibt maximal m linear unabhéngige Vektoren in V) (der Beweis fiir
diese Aussage wird hier iibergangen (vergl. Fischer (1984), Kapitel 4).

Der Begriff des Hauptraums ist eine Verallgemeinerung des Begriffs des Ei-
genraums:

Definition 5.4 Die Matriz A definiere eine Abbildung f des Vektorraums V in
sich selbst, d.h. f :V — V, und X\ sei ein Figenwert von A (d.h. von f), und

r(A) sei die algebraische Vielfachheit von X. Der Kern der r-fachen Hintereinan-
derschaltung von A — X\I heiffit Hauptraum zu A\ H(A, \)

H(AN) = {ve V|(A— M) (v) = 0}. (5.32)

Die Elemente von H(A, \) heiffen die Hauptvektoren. v € V ist Hauptvektor der
Stufe p, wenn (A — X\ )Pv # 0.

Anmerkung: Alle Eigenvektoren sind Hauptvektoren der Stufe p = 1. 0

Der in der folgenden Definition eingefiithrte Begriff des invarianten Teilraums
ist eine weitere Verallgemeinerung des Begriffs des Eigenraums:

Definition 5.5 Die Matriz A definiere eine Abbildung eines Vektorraums in sich
selbst: f:' V. — V, und es sei U C V. Gilt f(U) C U, d.h. ist die Menge der
Vektoren Au wieder eine Teilmenge von U, so heifst U invarianter Teilraum von
V, oder einfach f-invariant3°.

Anmerkung: Alle Eigenrdume sowie alle Hauptriaume sind invariante Teilrdume.
O

6 Funktionenriume

6.1 Einfiihrung

Vielfach besteht die Aufgabe einer statistischen Analyse nicht nur darin, bestimm-
te Vektoren x = (z1,...,x,) "vorherzusagen” oder durch andere Vektoren zu
“erkldren”, sondern stetige Funktionen abzuschétzen. Solche Funktionen kénnen
implizit durch Differential- oder Integralgleichungen definiert worden sein, oder
sie sollen anhand grofler Datenmengen geschitzt werden. Statt Mengen von Vek-
toren der Art x betrachtet man deshalb Mengen von Funktionen, insbesondere
solche Mengen, die den Bedingungen eines Vektorraumes geniigen. Man spricht
dementsprechend von Funktionenrdumen. Ein Funktionenraum enthélt dement-
sprechend nicht nur Funktionen fi, fo,..., die zum Beispiel iiber einem Intervall
[a,b] C R definiert sind, sondern dariiber hinaus auch alle Linearkombinationen

300der invariant unter f
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A1 f1 4+ A2 fa + - - - Hier ist die Anzahl der Funktionen f;, die in einer Linearkom-
bination auftauchen kénnen, absichtlich nicht auf eine endliche Anztahl n < oo
begrenzt worden. Dies legt nahe, dass Funktionen, analog zu Vektoren der Art x,
als Linearkombination von bestimmten Basisfunktionen dargestellt werden kon-
nen. Die Bestimmung der Bedingungen, unter denen eine solche Représentation
moglich ist, ist sicherlich relevant fiir die Frage, wie eine "willkiirliche” Funktion,
fiir die also kein expliziter Formelausdruck vorliegt, durch eine Reihenentwicklung
reprasentiert werden kann.

Unter Umsténden ist eine Darstellung eine Funktion f in der Form

f= Z Ci®;
=1

moglich; die ¢; sind Koeffizienten von Funktionen ¢;, die fiir die Darstellung von
f geeignet sind. Effektiv kann die Summe nur fiir endliches n < oo berechnen.

n

fnzzci¢i7 fa=f,

i=1

und die Frage ist dann, ob f, fiir gréf8er werdendes n hineichend schnell gegen die
Funktion f konvergiert. Diese Frage fithrt auf verschiedene Klassen von Funktio-
nen, fiir die spezifische Bedingungen fiir f,, — f erfiillt sein miissen. Diese Klassen
werden durch bestimmte "Raume” gekennzeichnet. Diese Rédume werden in den
folgenden Abschnitten besprochen.

Die weitere Darstellung fokussiert dann auf Hilbertraume, genauer auf die
Teilklasse der Hilbertraume, durch durch die Klasse der iiber eine Kernfunk-
tionen definierbaren Funktionen charakterisiert sind. Die Kernfunktionen spielen
insbesondere bei Klassifikationsverfahren, aber auch bei Verallgemeinerungen von
Regressions- und PCA-Modellen eine wichtige Rolle.

6.2 Normierte Riume

6.2.1 Definitionen

/

Der Begriftf der Norm ist bereits fiir Vektoren x = (z1,x2,...,z,) eingefithrt

worden:
n 1/2 n 1/17
||x||=(2:c?> , uxnpz(zxf) e
i=1 i=1

In analoger Weise ist er fiir Funktionen definierbar. Zunéchst werden die Begrif-
fe der Norm, der Metrik und der Konvergenz allgemein eingefiihrt; bestimmte
Normen werden im Anschlufl daran definiert.
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Definition 6.1 Es sei K = R oder K = C und es werde ein Vektorraum X
iber K betrachtet. Die Abbildung || - | : X — [0,00) heifst Halbnorm, wenn die
Bedingungen

(a) |z = Allz]l, z € X; X €K,

(0) |z +yl| < llzl| + [lyl| fir alle 2,y € X

erfillt sind. Gilt auferdem

(c¢) ||z|| = 0 dann und nur dann, wenn x =0, so heifit || - || Norm.

Anmerkung: X kann ein Funktionenraum sein, d.h.  kann eine Funktion sein.

0

Definition 6.2 X sowie wie in Definition 6.1 definiert, x,y,z € X und d € K.
Es mdgen die Bedingungen

(a) d(z,y) > 0,

(b) d(z,y) = d(y, z),

(c) d(w,2) < d(x,y) + d(y, 2)

(d) d(z,y) =0 dann und nur dann, wenn x =y

gelten. Dann heifst d eine Distanz und (a) bis (d) definieren eine Metrik und
X heifit metrischer Raum. Gilt insbesondere d(x,y) = ||z — y||, so induziert die
Norm || - || die Metrik.

Anmerkung: Mit dem in diesem und &hnlichen Zusammenhéngen gebrauchten
Wort ’induziert’ ist so viel wie ’abgeleitet’ gemeint, d.h. die Metrik wird aus der
Norm abgeleitet. 0

Der Begriff der Konvergenz einer Folge wird ebenfalls aus dem der Norm
abgeleitet:

Definition 6.3 FEs sei {x,}nen eine Folge von Elementen x, € X. Die Folge
heift Cauchy-Folge3!, wenn fiir alle ¢ > 0 ein N = N(¢) € N ezistiert derart,
dass fir alle n,m > N(g), ||xn — xm|| < €. Die Folge {xy}nen heifit konvergent
gegen x, wenn fir alle € > 0 die Beziehung ||z, — x| < ¢ fir fast alle n gilt.

Anmerkung: Statt des Ausdrucks 'Cauchy-Folge’ wird gelegentlich auch der
Ausdruck ’Fundamentalfolge’ verwendet. O

Es sei noch einmal daran erinnert, dass die x € X Zahlen, Vektoren oder
Funktionen sein kénnen, — die Begriffsbildungen sind also sehr allgemein.

Definition 6.4 Es werden die folgenden Normen betrachtet:

lell, = [ o)t (p-Norm) (6.1
|z]lcc = ?u£|x(t)|<oo (Supremumsnorm) (6.2)
€

31 Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857), franzosischer Mathematiker.
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Fir p =2 erhdlt man den Spezialfall der Euklidischen Norm.

Fiir den diskreten Fall hat man die Entsprechungen

lzllp = > _lail, el = max o). (6.3)
i=1

Beispiel 6.1 Ein sehr einfaches Beispiel sind die Folgen

11 1 11 1

1
=1,=,=,...,— =1,=,=,...,— .
In ( 72737 7n70707 )7 x ( 72737 7n7n+17

).

Dann gilt
1

Hxn—xHoo:m%O fiir n — oo.

Den verschiedenen Normen entsprechen Vektorrdume von Funktionen:

LP-Raume: Eine wichtige Klasse von Rdumen sind als LP-R&ume definierte
Funktionenrdume. Dabei steht das L fiir Lebesgue, nach dem franzdsischen Ma-
thematiker Henri Lebesgue (1875 — 1941), der eine fiir viele Anwendungen wich-
tige Integrationstheorie begriindete, auf die in diesem Skript allerdings nicht ein-
gegangen werden soll. LP-Réume sind Funktionenriume

1/p
LP = {m|mit der Norm ||z, = </ ]:L“(t)|pdt> , 1<p< oo} . (6.4)
S

Insbesondere fiir p = 2 erhiilt man den L2-Taum der quadratintegrierbaren Funk-
tionen, denn dann soll ja [ |z(t)|?dt < oo gelten. L:-Réume spielen in den An-
wendungen eine zentrale Rolle.

(P-Folgen: definierten Norm. Diese Norm ist eine Verallgemeinerung der aus den
iiblichen Vektorrdumen bekannten p-Norm

n 1/P
x|, = (fo) :
=1

Insbesondere ist /7 der Raum der unendlichen Folgen {z,}>%; mit der Norm

o] 1/p
{zntnzally = (Z wf) , 1<p<oo (6.5)
i=1

Den Funktionenridumen entsprechen die Rdume von Folgen; in Bezug auf die
p-Norm wird von #P-Folgen gesprochen:

w = {{xn}neN]mit der Norm Z |xn|p} . (6.6)

n=0
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Der in Definition 6.3 eingefiihrte Begriff der Cauchy-Folge verdeutlicht, dass die
Konvergenz von Folgen an eine bestimmte Norm (die in Definition 6.3 nicht niher
spezifiziert wurde) gebunden ist. Ebenso ist klar, dass der Begriff der Metrik
(Definition 6.2) mit dem der Norm verkniipft ist.

Ungleichungen: Einige Verallgemeinerungen der bisher eingefiihrten Distanzen
und der mit ihnen verbundenen Metriken ergeben sich aus aus einer allgmeinen
Ungleichung:

Satz 6.1 (Holdersche Ungleichung)®? Es sei ag,br,p,q €ER, k=1,...,n, p> 1,

q > 1 und es gelte

11
S =1
poq

Dann gilt
n n 1/p n 1/(]
> larbi| < (kav)) (Zbk|‘1) . (6.7)
k=1 k=1 k=1

Beweis: Zur Vorbereitung: es seien aj, A\; > 0, Z?Zl A; = 1. Eine Funktion f
heifit konver, wenn

f()\lal + -+ /\nan) S f(>\1a1) + -+ f()\nan)
gilt. f(x) = logx ist konvex, also gilt
log(AMai + -+ + Anan) < Mlogay + -+ - + A\, log ay,. (6.8)

Dann folgt
ai‘l ---aﬁ" < \ai+ -+ Apan, (6.9)

denn wegen der Monotonitét der log-Funktion wird man durch Logarithmierung
dieser Gleichung sofort auf (6.8) gefiihrt.

Nun sei
n n
A= aplP, B:=)_ |bgl"
k=1 k=1

(6.9) impliziert dann

p\ 1/p g\ /a P q
|ax] R T L1 O T
A B g A q¢ B

Summiert man iiber k, so hat man

ol [bel? _ 1A 1 B 11
z: <S73t;
Al/P Bl/q pA p q

und damit S7_; |axby| < AVPBY. O

320tto Ludwig Holder (1859 — 1937), Mathematiker
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Definition 6.5 FEs sei M ein metrischer Raum, in dem jede Cauchy-Folge gegen
ein x € M konvergiert. Dann heifit M vollstindig. Ein vollstindiger, normierter

Raum heift Banachraum?3.

In der Vektoralgebra ist das Skalarprodukt (oder auch inneres Produkt) ohne
weitere Einschrankung definiert. Werden statt der Vektoren Funktionen betrach-
tet, so 148t sich ebenfalls ein Skalarprodukt definieren: sind f und g Funktionen
iiber einem Intervell [a, b], so 148t es sich entsprechend dem inneren Produkt bei
n-dimensionalen Vektoren, X'y = (x,y) = > | z;y; geméal

b
(f.9) = / F(Hg()dt (6.10)

definieren, wobei g = ¢ fiir den Fall, dass die Funktionen rellwertig sind. Es ist
aber moglich, dass fiir die betrachteten Funktionen das innere Produkt (f,g)
gar nicht existiert. Dies kann der Fall sein, wenn f,g € LP mit p # 2. Denn
wenn |(f, g)| < oo existiert, so ist (f, f) = |||, d.h. die Norm ist durch ||f|| =

1/p
V(f, f) gegeben, im Widerspruch zu ||f|, = (f;|f]pdt) , wenn f € LP mit
p # 2. Demnach ist L? der einzige Funktionenraum, in dem das “kanonische
Skalarprodukt” (f, g) erklért ist.

Das Skalarprodukt hat die folgenden Eigenschaften:

L. (f,9) = (g, f) und (f,g) = (g, f), wenn f, g reell.
2. (af +bg,h) = a(f,g) + b{f,h),
3.(f,f) >0und (f, f) =0 fiir f=0.

Diese Eigenschaften korrespondieren zu denen, die fiir das Skalarprodukt fiir n-
dimensionale Vektoren bereits gezeigt wurden. Dieser Sachverhalt rechtfertigt die
Einfithrung eines speziellen Typs von Raum, der im folgenden Abschnitt vorge-
stellt wird.

6.2.2 Anmerkungen zur Konvergenz in Funktionenrdumen

Der Ausdruck f,, — f signalisiert, dass die Folge {f,} gegen die Funktion f
konvergiert. In der "normalen” Analysis wird der Begriff der Konvergenz als Kon-
vergenz von Zahlenfolgen definiert: ist etwa {a,,} eine Folge von reellen Zahlen, so
bedeutet a,, — a, dass die a,, mit grofler werdendem n immer dichter an der Zahl a
liegen. In der Analysis wird zur Klédrung dieses Sachverhalts das Weifierstrafische
Haufungsstellenprinzip herangezogen:

Héiufungsstellenprinzip: Gegeben sei ein endliches Intervall [a, b], in dem un-
endlich viele Zahlen liegen. Dann existiert in [a, b] mindestens eine Zahl £ derart,

33GStefan Banach (1892-1945), polnischer Mathematiker, Begriinder der Funktionalanalysis
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dass in jedes noch so kleine Intervall um £ mindestens unendlich viele Zahlen von
[a, b] hineinfallen. ¢ ist eine Hdaufungsstelle. O

Begriindung: Sei der Einfachheit halber a = 0, b = 1. Eine Zahl z € [0, 1] ist
dann als Dezimalzahl darstellbar. £ liegt in einem der Teilintervalle

[0,.1),[.1,.2),...,[.9,1.0]

([c,d) bedeutet, dass ¢ zum Teilintervall gehort, d aber nicht mehr). £ liege in
[aj,bj), so dass & = 0.ay ... gelten muB. [a;, b;) kann nun wieder in zehn Teilin-
tervalle aufgeteilt werden: .aq,.a2,...,.a1,b;, und £ muf} in einem dieser Teilin-
tervalle liegen, etwa in dem, das mit a1z beginnt. So kann man weiter fortfahren,
so dass man zu der Darstellung & = 0.ajaz2as3 ... gelangt. Jedes noch so klei-
ne Intervall um ¢ enthilt immer noch unendlich viele Teilintervalle, die auf die
geschilderte Art erzeugt werden konnen. O

Auf diese Weise bekommt der Konvergenzbegriff, also |a, — a| < ¢ fir n >
N (), eine klare Bedeutung. Folgen kénnen mehr als einen Héufungspunkt haben.
Ein einfaches Beispiel ist die Folge

1 1
a2n—l:1_ﬁv a2n:ﬁa TL:1,2,...

(Courant (1955, p. 57). Fiir n — oo strebt 1/n gegen Null, so dass ag,—1 — 1 und
asn, — 0, d.h. die Folge hat die beiden Héufungspunkte 0 und 1. Weiter kann man
die Menge der rationalen Zahlen, d.h. der Zahlen p/q mit p,q € N betrachten,
die sich als Folge darstellen lassen

1111 2222

333
T T Ty Ty oy Ty Ty .. 11
17273747 717273747 717273’ I I ) ) (6 )

IS
ol i
IS

4
'717

>~ w

Jede rational Zahl, aber auch jede irrationale3* kann sich als Haufungspunkt
darstellen lassen, d.h. es gibt unendlich viele Haufungsstellen. Dann gilt:

Satz 6.2 In jeder beschrinkten unendlichen Zahlenmenge lGf$t sich eine unend-
liche Teilfolge a1, a0, as, ... herausgreifen, die gegen einen Grenzpunkt & konver-
giert.

Beweis: Es sei € eine Haufungsstelle aus der betrachteten Menge. Man wihlt a
derart, dass |a; — &| < 1/10, dann ay derart, dass |ag — &| < 1/100, dann a3 mit
lag — &] < 1/1000, etc. Offenbar strebt a,, mit n — oo gegen &. O

Die Aussagen iiber konvergente Zahlenfolgen {ibertragen sich nicht ohne wei-
teres auf Funktionenrdume. Dazu werde die auf —1 < x < +1 definierte Funktion
1—n22% 22 <1/n?

fn(@) = (6.12)

0, z%>1/n?

34Zahlen, die sich nicht als Quotient (= ratio) zweier natiirlicher Zahlen darstellen lassen.
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Fiir x # 0 folgt limy, o0 frn(2) = 0 und fiir x = 0 folgt lim, o fr(x) = 1. Ande-
rerseits 1Bt sich zeigen, dass ||f|| = [ f?dx = 0. Offenbar verhiilt sich eine Folge
von bestimmten Funktionen anders als Zahlenfolgen, so dass das Haufungsstel-
lenprinzip nicht unbedingt gilt.

Courant & Hilbert geben zwei mogliche Auswege an: (i) man erweitert den
Integral- und Konvergenzbegriff, wie es die Lebesguesche Integraltheorie ermog-
licht, (ii) man verengt den Bereich der Funktionen, der betrachtet werden kann.
Da die Lebesgue-Theorie hier nicht dargestellt werden soll, bleibt die zweite M&g-
lichkeit. Dazu wird der Begriff der gleichgradigen Stetigkeit eingefiihrt:

Definition 6.6 FEs sei (S, d) ein metrischer Raum (S ein Vektorraum und d eine
Distanzfunktion), und M C C(S) (C(S) noch nicht definiert!) mit Supremums-
norm. Fir M gelte®

Ve > 030 > 0Vz € M, d(s,t) <= |z(s) —z(t)| <e. (6.13)

Dann heifit M gleichgradig stetig. (Werner, p. 68)

6.3 Hilbertraume

"Weyl, eine Sache miissen Sie mir erkldren: Was ist das, ein
Hilbertscher Raum? Das habe ich nicht verstanden.”

Diese Frage richtete David Hilbert3® an Hermann Weyl?” nach einem Vortrag
(zitiert nach Werner, D.: Funktionalanalysis. p.251). Die Definition des Hilber-
traums wird im folgenden Abschnitt gegeben.

6.3.1 Definition und Eigenschaften

Definition 6.7 Es sei (X, || -||) ein normierter Raum, in dem ein Skalarprodukt
erklirt ist mit (x,z)"/? = ||z|| fir alle x € X. Dann heift X Prihilbertraum. Ist
X auferdem vollstindig®®, so heifit H Hilbertraum.

In anderen Worten: ein Hilbertraum H ist ein vollstindiger metrischer L?-Raum
(f € Hund [ |f|’dz < o), d.h. ein metrischer Raum mit Skalarprodukt, in dem
jede Cauchy-Folge konvergiert. Hilbertrdume stehen im Zentrum der folgenden
Darstellungen.

35D.h. "Fiir alle e grofer als Null existiert fiir alle 2 € M ein § > 0 derart, dass etc

36David Hilbert David Hilbert (1862— 1943), deutscher Mathematiker

3THermann Weyl (1885-1955), Mathematiker, Physiker, Philosoph, der bei D. Hilbert in Got-
tingen studiert hatte

38Zur Erinnerung: ein Raum ist vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge gegen ein Element des
Raums konvergiert
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In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften von Hilbertrdumen vorge-
stellt. Die erste Eigenschaft ist die Giiltigkeit der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung (auch einfach Schwarzsche Ungleichung):

Satz 6.3 Es seien f,g € L?. Dann gilt

(Ll < - llgll- (6.14)

Beweis: Fiir den Fall n-dimensionaler Vektorrdume ist ist die Ungleichung bereits
bewiesen worden. Es sei A € C und A sei die zu A konjugiert komplexe Zahl (der
Spezialfall A € R ist in der folgenden Argumentation enthalten). Sicherlich gilt

(x — Ay, z — Ay) = |lz — Ay||* > 0.

Andererseits ist

0 < (z—Ay,z—Ay) =(z—Ay,z) — Mz — Ay, y) =
(z,2) = My, ) — Mz, ) + |A*(y, ).

Setzt man insbesondere A = (z,y) [lyl|~* = (z,y) ||yl > so folgt |(z, y)[* < [|=[|*[|y]|*.
]

Fiir Funktionen nimmt (6.14) die Form

b 2 b b
/ fadt| < / f PPt / gf2dt (6.15)

an. Man rechnet leicht nach, dass das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn
y = ax, a # 0. Ebenso gilt

Satz 6.4 Fir xz,y € X gilt die Dreiecksungleichung

2+ yll < llzll + [lyll- (6.16)
Beweis: Es gilt

(F+y,z+y) = llz+yl>=(22)+ {yy) + (z,y)+ (y,z)
2] + [lyll* + 2(z, y)],

IA

denn (z,y) kann ja negativ sein. Wegen (6.14) folgt sofort (6.16), da ja 2|(z, y)| >
0.

O

Anmerkung: Nach Definition 6.3 ist eine Folge {z,}nen eine Cauchy-Folge,
wenn fiir alle n,m € N die Bedingung ||z,, — z,|| < ¢ fiir alle € > 0 erfiillt ist.
Wegen (6.16) hat man, wenn man z durch z,, —  und y durch x — z,, ersetzt,

[0 = 2mll = (20 = 2) + (@ = 2m) || < ll2n = 2] + |27 — 2],
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d.h. jede konvergente Folge ist auch eine Cauchy-Folge. Andererseits mufl = kein
Element von X sein. Wenn x € X, so ist die Folge vollstindig. Im Hilbertraum
sind alle Folgen vollstandig.

Es seien f, ¢1,...,¢n,... Elemente eines Hilbertraumes H. Dann heif3t — wie
allgemein in einem metrischen Raum —
f=cpr+cada+ -+ cpp+ - (6.17)

eine Linearkombination. Gilt
11+t -+ endp - =0

dann und nur dann, wenn alle ¢; = 0, so heilen die ¢; linear unabhdingig. Der
metrische Raum heifit n-dimensional, wenn er n liner unabhéngige Elemente hat
und je n+ 1 Elemente des Raums linear abhéngig sind. Existiert n nicht, so heifit
der Raum wunendlich dimensional.

Man betrachte die Folgen

(1,0,0,0,...)
(0,1,0,0,...)
(0,0,1,0,...)
etc

Diese Folgen sind offenbar linear unabhéngig. Daraus folgt, dass der Hilbertsche
Folgenraum unendlich ist.

Basisfunktionen: Analog zur Darstellung n-dimensionaler Vektoren kann man
die Funktionen ¢; in (6.17) als Basisfunktionen betrachten, wobei wie bei den n-
dimensionalen Vektoren orthogonale Basisfunktionen von besonderem Interesse
sind. Dies sind Funktionen, die die Bedingung
0, i#j
(Gir ) = 0ij = (6.18)
1, i=j.

erfiillen, wobei ¢;; wieder das Kronecker-delta ist.

Definition 6.8 FEs seien ¢1, @2, @3, ... orthonormale Funktionen; sie bilden ein
orthonormales Basissystem .

Bilden die ¢; in (6.17) ein orthonormales Basissystem, so folgt

(95, f) = ¢, (6.19)
denn

(Dn: ) =Y cilon, 65) = ¢,

j
da ja (¢r, ¢j) = 0 fiir j # k und (¢, ¢;) = 1 fiir j = k. Es gilt nun der

197



Satz 6.5 Es sei{z;} eine Folge linear unabhingiger Elemente aus H. Dann laft
sich die Folge in eine Folge orthogonaler Funktionen {¢;} transformieren.

Beweis: Es werde ¢ = z1/||x1|| gesetzt; dann ist ||¢1]] = 1. Es sei zo = z9 —
(x9, ¢1)¢1. Offenbar sind 2o und ¢; orthogonal, denn

(@1, 22) = (D1, m2) — (w2, P1) (D1, P1) = (P1,X2) — (P1,%2) =0,

wegen (¢1,¢1) = 1. zo wird normalisiert: ¢o = 23/[|22]|. In dieser Weise kann
fortgefahren werden, bis man die orthonormale Basis ¢1, ¢2,... gewonnen hat;
dies ist das Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren’. O

Besselsche Ungleichung:

Satz 6.6 Es sei {¢;}jen und x € H, und es gelte die Reihenentwicklung x =
Zj’;l ¢j¢j. Dann gilt die Besselsche Ungleichung?’

o0

Do lelP =g ) <l (6.20)
j=1

=1

Beweis: Es sei zunéichst an den Satz des Pythagoras erinnert; es seien x,y, z € H
und es gelte (i) z = x+y, (ii) (x,y) =0, d.h. z und y seien orthogonal. Dann gilt

212 = lll® + llyll*. (6.21)

Denn [|z[|2* = (z +y)'(z +y) = [lz]> + Iyl + 2(z, ) = [|z]* + [[y]* wegen
(x,y) = 0. Dies 148t sich auf beliebige Summen z = x; + 9 + -+ + Xy, + -~
verallgemeinern, wenn z; L x; fiir i # j, da dann ja alle Skalarprodukte (x;, ;)
verschwinden. Nun sei fiir beliebiges N € N

N

ey =2 - ($,)¢;.

j=1

Wegen der Orthgonalitdt der ¢; folgt dann

N N N
lzl® = llan + D (65, 2) 11> = lawl® + 11 D (61 03l1> > 1| D_{e5)esl™.

j=1 j=1 j=1
Da N beliebig gewéhlt werden kann, folgt (6.20). O
Kleinste-Quadrate: Es sei f € H eine Funktion aus einem Hilbertraum und
es existiere eine Orthonormalbasis {¢;}jen, so dass f = 3222, ¢;¢;. Gesucht ist
eine Abschitzung f = Zjvzl a;¢; fiir N < oo, wobei die a; geeignet zu wéahlen-
de Koeffizienten sind. Es zeigt sich, dass die KQ-Schétzungen fiir die a; den c;
entsprechen:

39Frhard Schmidt (1876 — 1958), deutscher Mathematiker
40Friedrich Wilhelm Bessel (1784 — 1846), Astronom, Mathematiker, Geodit und Physiker.
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Satz 6.7 Die KQ-Schdtzungen fiir die a; sind verzerrungsfreie Schitzungen fiir
die Entwicklungskoeffizienten c; von f beziiglich der Funktionen ¢;.

Beweis: Es wird die Norm
n
Qnlar,az,...) = If = a;¢;] (6.22)
j=1
betrachtet; die a; sollen so gewéhlt werden, dass (), minimal wird. Es ist
n n n
(F = a;0)) =2+ O a;j00)> =2 Y a;oy,

j=1 j=1 j=1

und das Integral dariiber ist

M = /dex + Z a3/¢?dx + 2 Z a;ag ¢]¢kdl‘ -2 Z aj/fqudac,
J=1 J#k Jj=1

woraus wegen [f¢;dx = ¢; und a? —2ajc; = (aj —¢;)? — cj2»

n

M=(fIP+) (4 —e)* =) ¢ (6.23)
j=1

j=1
folgt. Da alle Terme auf der rechten Seite gréfler oder gleich Null sind, wird M
offenbar minimal, wenn »>"_, (a; — ¢j)? =0, d.h. wenn

a; =c¢; fiir alle j (6.24)

O
Die Giite der Approximation wird natiirlich von der Anzahl n der Terme in
der Summe abhingen. So kann es gelingen, durch geeignete Wahl von n das
Minimum von M unter eine beliebig kleine Schranke zu senken. Wenn dies moglich
ist, so heifit die Menge der Funktionen ¢1, ¢2, ... ein vollstindiges orthogonales
Funktionensystem und es gilt die

Vollstandigkeitsrelation
oo
S =if|% (6.25)
j=1

Sie charakterisiert offenbar einen Spezialfall der Besselschen Ungleichung (6.20)
und kann verallgemeinert werden. Es seien f und g zwei Funktionen, die im selben
Basissystem dargestellt werden kénnen, so dass

[ = ch¢ja g= Zdj¢j
J J
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mit
cj =(f,8;), dj=1{(9,%;)
Dann folgt

> ¢id; = (f.9), (6.26)
j=1

denn

o)

1+ all> = 1A+ llgll® +2(f,9) =D (e +dj)* = (¢} +df + 2¢5dy),
j=1 7j=1

woraus sofort (6.26) folgt. Das Bemerkenswerte an der Beziehung (6.26) ist, dass
das Skalar- oder innere Produkt von f und g gleich dem Skalarprodukt der Ent-
wicklungskoeffizienten von f und g ist.

Hinreichend fiir die Vollsténdigkeit ist, dass die Funktionen stetig sind. Dass
die Funktionen in Reihen entwickelt werden kénnen ergibt sich aus der gleichmé-
Bigen Konvergenz der Summe Z;’il cjdj‘“.

Definition 6.9 FEs sei H ein Hilbertraum und T C H sei eine Teilmenge von H.
T heifit abgeschlossen in H, wenn es zu jedem Element x € H und fiir alle e > 0
eine Linearkombination

u=ciz1+c22+ - +cpzn, z €T, j=1,....n

gibt derart, dass ||u — x| < € gilt. Teilmengen T mit dieser Eigenschaft heifen
Grundmengen.

Es sei {¢;} ein Orthonormalsystem fiir einen Hilbertraum #; die Frage ist, ob
auch jeder Vektor h € H als Linearkombination der ¢; dargestellt werden kann.
Da die ¢; eine Teilmenge 7" bilden, heifit die Frage also, ob die {¢;} eine Grund-
menge bilden. Dariiber gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 6.8 Es sei {¢;} ein Orthonormalsystem eines Hilbertraumes H. {¢;} ist
abgeschlossen genau dann, fir jeden Vektor f € H die Beziehung

I1£1% = Z! fro5)? (6.27)

gilt.

HUEs sei {fn} eine Folge von Funktionen; sie konvergiert gleichmifig gegen eine Funktion f,
wenn lim, o |frn(z) — f(z)] fiir alle z € G, G der Definitionsbereich der f; und f.
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Beweis: Dies ist offenbar die Beziehung (6.25). Tatséchlich ist (6.27) notwendig,
damit fiir endliches n

If =D edil® <e, n>Ne)
j=1
gilt. (6.27) ist auch hinreichend. Denn es sei
£ =Y llesdill? + 2.
j=1

Aus der Orthonormalitét folgt dann
n
A1 =" leil + llzall®,
j=1

(6.23) impliziert dann (6.25) ||z,||*> = ||f||2—2?;1 > =0,dh. f=lim, e > i1 Ciby.
U

Definition 6.10 FEin Hilbertraum H heifit separierbar, wenn H eine abzdhlbare
Grundmenge hat.

Satz 6.9 FEin Hilbertraum H enthdlt genau dann eine vollstindige Folge von or-
thonormalen Basisfunktionen, wenn H separierbar ist.

Beweis: Gegeben sei eine abzihlbare Menge von Elementen g1, do, . . . einer Grund-
menge. Streicht man darin die linear abhéngigen Elemente, so erhélt man eine
Folge u1, us, ... von linear unabhingigen Elementen, die orthogonalisiert werden
konnen. Die resultierende Menge ¢1, ¢2, . .. von orthonormalen Elementen bilden
wieder eine Grundmenge und sind demnach abgeschlossen und vollsténdig.

Ist andererseits ¢1, ¢o, ... ein vollstindiges und abgeschlossenes System von
orthogonalen Elementen, so ist eine abzdhlbare Grundmenge, so dass H separier-
bar ist. [l

Satz 6.10 In jedem separierbarem Hilbertraum H existieren vollstindige Ortho-
normalsysteme {¢;}, durch die jedes Element von f € H eindeutig dargestellt
werden kann.

Beweis: Es ist schon gezeigt worden, dass f € H in der Form

=Y ¢ty mite; = (f,¢;), > les® =] (6.28)

J=1 J=1

201



dargestellt werden kann. Es mufl noch die Eindeutigkeit der Darstellung gezeigt
werden. Allgemein gilt*?

lim (fn,g) = (limfn,g), (6.29)
denn nach der Schwarzschen Ungleichung hat man

(fnr9) = (L)l = 1{fn = Fo)l < 1 fu = fII - 19l

so dass (fn,g) gegen (f,g) konvergiert. Es sei
o0
£ =l on = Jim ) e
‘]:

dann folgt nach (6.29)

(f,¢5) = (lim s,,¢;) = lim (s,) = ¢;.

n—oo n—oo

6.3.2 Lineare Operatoren

Elemente eines Hilbertraums H sind Vektoren, insbesondere auch Funktionen,
— der Begriff des Vektors umfafit also nicht nur Objekte wie x = (z1,...,2,),
sondern eben auch Funktionen, die auf einem bestimmten Intervall definiert sind.
Man kann Abbildungen auf Hilbertrdumen definieren. Wird dabei einem Element
f € H eine Zahl a € C (als Spezialfall @ € R) zugeordnet, so heifit die Abbil-
dung Funktional. Wird dem Element f ein anderes Element g € H zugeordnet,
so heifit die Abbildung Operator. Funktionen f,g,... sind Abbildungen, und die
Ausdriicke Funktional und Operator sollen helfen, Verwechslungen mit den Abbil-
dungen f,g,... und Abbildungen zwischen Vektorrdumen, bei denen Funktionen
eine Zahl oder eine andere Funktion zugeordnet wir zu vermeiden.

Definition 6.11 FEs sei T ein Operator in einem Hilbertraum, fir den die fol-
genden Bedingungen gelten:

1.T(f1 + fo) =Tf1 + Tfa, (Additivitit)

2. T(af) =aTf, a € C, (Homogenitit)

3. Es existiert eine Konstante M und |Tf|| < M - || f|| (Beschrinktheit).

fiir alle f € H. Dann heifit der Operator linear.

Anmerklung: Der Operator heifit stetig, wenn aus f, — f stets T'f, — Tf
folgt. Es 148t sich zeigen, dass 3. Stetigkeit impliziert. O

42Meschkowski (1962), p. 18
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Definition 6.12 Es sei T ein linearer Operator. Es sei ||T|| die kleinste der
Schranken M in Definition 6.11, 3., so dass |Tf|| < ||T|| - || f||. Dann heifit || T
die Norm des Operators.

Beispiele fiir einen Operator sind (1) die Multiplikation mit einem Element
gEMH, dh.Tf=f-g,(2) Tf(x)=df(x)/dx = f'(z), also die Differentiation des
Elements f, wobei allerdings Definition 6.11, 3. nicht erfiillt ist. Von besonderem
Interesse sind die Integraloperatoren

b
g(u) =Tf(u) = / k(z,u)f(x)dx, (6.30)

wobei k(x,u) eine Kernfunktion ist. Auf Kernfunktionen wird in Abschnitt 6.3.3
ausfiihrlich eingegangen.

Es gelten die folgenden Aussagen:

(c)f = ¢ Tf, ceC
(M +Tq)f = Tif+1Tof
(Ty-To)f = Ti(Taf), feH

und fiir die Normen gilt
T[] = [ell[ T, |7y + Toll < [[Tall + |2, [T T2l < [[T3ll|T2]-
Diese Beziehungen implizieren sofort

[T} < 7™

Ein Operator ordnet einem Element f € H ein anderes Element h € cH
zu. Dementsprechend kann man das innere Produkt (h, g) = (T'f, g) bilden; ana-
log dazu kann man das innere Produkt (f,7Tg) bilden, wobei allerdings nicht
(Tf,g9) = (f,Tg) gelten muB. Es konnte aber einen anderen Operator T* geben,
sodass (T'f,g) = (f, T*g) gilt; man kann dann davon ausgehen, dass zwischen den
Operatoren T und T™* eine Beziehung besteht. Dazu wird zunéchst die folgende
Definition eingefiihrt:

Definition 6.13 FEs sei H ein Hilbertraum und T sowie T™* seien zwei Operato-
ren, fir die die Beziehung

(Tf,9)=(f,T"g) (6.31)
gelte. Dann heifst T* der zu T adjungierte Operator.

Anmerkung: Es la8t sich zeigen, dass, wenn T beschriankt ist, auch T be-
schrénkt ist; dann gilt ||T]| = |77 O

Operatoren lassen sich durch Matrizen darstellen:
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Satz 6.11 FEs sei H ein separierbarer Hilbert-Raum. Fin linearer Operator T in
H ist durch die unendliche Matrix

a1l a2 a13

a21 a2 a3

M(T) = | 43 asy asg --- (6.32)

definiert, wobei

air = (Tyk, yi), Z laik|® < o0, k=1,2,3,. (6.33)
=1

und {y;} ist ein vollstindiges Orthonormalsystem in H, und

P q ) q
’ZZakiain\ <M - Z ;|2 Z |Bk|2, (6.34)
i=1 k=1

=1 k=1

a;, B, €C,0< M €R.

Beweis: Es sei f =Y 2, oy gegeben. Nach (6.33) folgt

Tf=> By,

wobei 5 noch unbekannt ist. Aber es muf}, unter Benutzung von T lims, =
limT's,, mit s, = > ooy QY

o0

Bk - (Tf yk <TZ aiYi, yk) = Z(aiS Tyi, yk) = Qs (6.35)

k=1

gelten, wegen
[Tsn = TFI < (1T llsn — f1I-

Fiir f = y; folgt aus (6.33)
o0
Tyi = arivi,
k=1
woraus wiederum (6.34) folgt. und (6.35) folgt wegen

(Tf:9) <ITfllllgll < ITIHLAAg

und f =332 ays und g =352 By, (KT F] = M. 0

Definition 6.14 FEine Teilmenge A eines metrischen Raumes X ist genau dann
relativ kompakt, falls jede Folge in A eine in X konvergente Teilfolge hat.
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Definition 6.15 FE und F seien Banachrdume und IC sei eine lineare Abbildung
K:E — Fvon E in F. K heiffit kompakter Operator, wenn eine der folgenden
dquivalenten Eigenschaften erfillt ist:

1. Der Operator K bildet jede beschrinkte Teilmenge von E auf eine relativ kom-
pakte Teilmenge von F' ab.

2. Das Bild der offenen (oder der abgeschlossenen) FEinheitskugel in E ist relativ
kompakt in F.

3. Jede beschrinkte Folge {xy} in E besitzt eine Teilfolge {xy, }, sodass ICxy, }
i F' konvergiert.

Definition 6.16 Ist f die betrachtete Funktion, so soll fiir alle € > 0 ein von
f abhingiges 6 = 6(e) existieren derart, dass fir |x1 — x2| < 6(¢) die Beziehung
|f((z1) — f(z2)] < € gilt. Es lafit sich zeigen, dass alle f mit f; \df /dx|?dx < M,
M eine fire Konstante, gleichgradig stetig sind.

Eigenwerte und Eigenfunktionen eines Operators:

Definition 6.17 FEs sei H ein Hilbertraum, T ein Operator und es gelte
Tf=M\f. (6.36)
Dann heift f eine Eigenfunktion und A\ ein Eigenwert des Operators T.

Ein fiir das Folgende wichtiges Beispiel sind die Eigenfunktionen und Eigenwerte
des Integraloperators (6.30); man hat dann

b
AM(u) = / k(x,u)f(x)dx. A#0 (6.37)

Definition 6.18 Der Operator T heifit symmetrisch, wenn T = T*, d.h. wenn
T selbstadjungiert ist und wenn D = H.

Dann gilt der

Satz 6.12 Der Operator T sei symmetrisch. Existieren Figenwerte fir'l', so sind
sie reell und die zugehdrigen Eigenvektoren bzw Figenfunktionen sind orthogonal.

Beweis: Fiir einen symmetrischen Operator ist (T'f, f) ist stets reell, denn

(Tf, ) = LT ) =T = (T, f)-

Weiter ist (T'f, f) = A(f, f), woraus folgt, dass A reell ist. Nun seien f, g Eigen-
funktionen zu verschiedenen Eigenwerten A, . Dann gilt

(Tf,9)=(\f,9) =X, 9),
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und
(f;Tg) = (f,ng) = 1f,9),

und da 7" symmetrisch ist folgt A(f, g) = p(f, g). Wegen der Voraussetzung A\ # p
folgt dann (f,g) = 0, d.h. f und g sind orthogonal. O

Definition 6.19 FEs sei T ein Operator in einem Hilbertraum H. T heifit vollste-
tig, wenn aus jeder in der Norm beschrinkten Folge {f,} von Elementen aus H
(Ifnll < C) eine Teilfolge { frv} ausgewdhlt werden kann, fir die T f,» konvergent
15t.

Satz 6.13 Jeder symmetrische vollstetige Operator hat mindestens einen und
hochstens abzdihlbar viele Eigenwerte. Zu jedem Eigenwert gehdren nur endlich
viele Eigenvektoren (Eigenfunktionen), und die zu verschiedenen Eigenwerten ge-
hérenden Eigenvektoren (Eigenfunktionen) sind orthogonal.

Beweis: Meschkowski (1963), p. 33. O
Spektralsatz fiir kompakte Operatoren auf Hilbertriumen (Werner, p.
270)

Der Spektralsatz ist damit das Analogen zur Hauptachsentransformation der
linearen Algebra. (Elaborieren!)

Satz 6.14 (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren) Gegeben sei ein Hilbertraum
H und T ein selbstadjungierter Operator. Dann existiert ein Orthonormalsystem
e1, ez, ... sowie eine Nullfolge A1, o, ..., A\j # 0, so dass

Tv = Z)\k(v,ek>ek, Yov € H, (6.38)
k

wobei die A\, die von Null verschiedenen Eigenwerte von T, und ey ist der zuge-
horige Eigenvektor (bzw die zugehdrige Eigenfunktion; es gilt | T|| = supy A.

Anmerkung: Das Orthonormalsystem kann zu einer Orthonormalbasis B erwei-

tert werden. Dazu mufl dann die Orthonormalbasis von kern7" hinzugenommen
werden, — und kernT' kann unendlichdimensional sein. Man hat dann

v= Z<U, epye = Tv = Z Ae(v, e)e. (6.39)
k

veEB

6.3.3 Kernfunktionen

Gelegentlich werden Funktionen implizit durch Gleichungen des Typs

7(5) = 0(s) = [ Klatjatae (6.40)
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definiert; Gleichungen dieser Art heiflen Integralgleichungen bzw. Integralopera-
toren

Tf(s) = /G K (s, 1) f(t)dt. (6.41)

Die hierin auftretende Funktion K (s,t) heifit Kernfunktion. Fiir G = [a, b] ist die
Integralgleichung vom Fredholm-Typ, fiir G = [0, s] sind sie vom Volterra-Typ. Im
Allgemeinen werden Lésungen vom Typ

e —Tx=y, Xep(T) (6.42)
gesucht. Dabei ist p(T') die Resolventenmenge:

Definition 6.20 Es sei T € L(X), d.h. T ein Element der Menge der Abbildun-
gen {f|f : X — X}. Dann heifst

p(T) = {\ € K|(\ — T) texistiert in L(X)}. (6.43)
die Resolventenmenge von T

Zur Erliuterung: Nach (6.42) ist Az — Tz = (A — T)x = y, und wenn (\ — T')~!
existiert, so hat man = (A — T)~!y. Der Kern von (A — T) ist dann nicht leer,
d.h. die durch (A — T') definierte Abbildung ist nicht injektiv. Die Menge der
A, fiir die A — T nicht injektiv ist, heifit auch das Punktspektrum von T. Das
Punktspektrum entspricht den von Null verschiedenen Eigenwerten einer Matrix
in der linearen Algebra. Es sei S eine Orthonormalbasis von kernT" und Ag, e wie
in Satz 6.14 gewahlt werden, d.h. die von Null verschiedenen Eigenwerte und die
dazu korrespondierenden Eigenvektoren bzw Eigenfunktionen von 7. Dann gilt
(A —=T)x = y genau dann, wenn

A (zoerer + A (ze)e =Y Melw,erder = Y (g erden + » (y,e)e,
!

eeS k k eeS

und dies ist dquivalent zu

1
<.’E,6> = X<yae>u Vee S
1
<LU, ek) = 7<y7 6k>, Vk €N (644)
A — g
und die Losung ergibt sich in der Form

1 1
r= Zk: X — A (y, ex)er + N Ee;y, e)e. (6.45)

Integralgleichungen lassen sich auch iiber eine Reihenentwicklung der Kern-
funktion 16sen, die ebenfalls in eine Reihenentwicklung von f miinden kann. Der-
artige Reihenentwicklungen machen von orthonormalen Funktionensystemen Ge-
brauch; iiber die sich Kernfunktionen gem#f3

K(z,y) =Y ¢;(x)d;(y) (6.46)
j=1
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definieren lassen; es ist moglich, dass die ¢; komplexe Funktionen sind, und ¢;(y)
ist die zu ¢; konjugiert komplexe Funktion. Dazu sei gleich angemerkt, dass nicht
fiir jedes System von orthonormalen Funktionen eine Summe der Form (6.46)
existiert. Ein Beispiel sind die Funktionen ¢;(z) = sin(jz)//7; sie bilden ein
orthonormales Funktionensystem, aber die Summe K (z,y) wie in (6.46) existiert
nicht (vergl. Meschkowski (1963), p. 6): es sei etwa x = y. Dann folgt

K(ra) = Y die) = = 3 sin’(ja),
=1 j=1

und das Konvergenzkriterium
Vr #, Ve > 03N = N(e), ||sin®(jz) —sin®(kz)|| <&, j#k,jk>N

ist nicht erfiillt.

Satz 6.15 (Reproduziernde Kerne) Die Funktion f sei als konvergente Reihe
fx) = a;i(x), > laj* <oo (6.47)
j=1 J=1

darstellbar, und K sei eine Kernfunktion, die in der Form (6.46) darstellbar sei.
Dann gilt

b
flu) = (f(z), K(z,u)) = / f(@) K (x, u)dz. (6.48)

Beweis: Die ¢; bilden nach Voraussetzung ein Orthonormalsystem, so dass

(¢5(x), or(x)) = djk, (6.49)

d; das Kronecker-delta. In das Skalarprodukt (f(z), K(x,@)) setzt man die Ent-
wicklung (6.47) ein:

O

Aronszajn (1950) hat eine allgemeine Theorie der Kernfunktionen formuliert
und wéhlte dazu (6.48) in der Form

fy) = (), K(2,y))a, (6.50)



als Ausgangspunkt (Meschkowski (1962), p. 42), wobei der Index x andeutet, in
Bezug auf welche Variable das Skalarprodukt zu bestimmen ist. (6.50) gestattet
es, eine Kernfunktion zu definieren ohne vorher ein Orthonormalsystem zu spe-
zifizieren. Dazu wird zunéchst der Begriff des reproduzierenden Kerns definiert:

Definition 6.21 FEs sei £ eine Klasse von Funktionen, in der ein Hilbertraum
H definiert sei. Die Funktion K(x,y) mit z,y € £ heifit reproduzierender Kern,
wenn die Bedingungen

1. K(x,y) gehort fiir jedes y als Funktion von x zu H,

2. K(z,y) erfillt (6.50) (die reproduzierende Figenschaft).

Satz 6.16 Fs gelten die Relationen

K(z,y) 20, K(z,y)=K(y,z) (6.51)
K (2,9)]* < K(z,2) - K(y,). (6.52)

Beweis: Um (6.51) zu zeigen wendet man (6.50) auf die Kernfunktion K selbst
an, denn fiir fixes y ist K (z,y) als Funktion von z ja ein Element von ‘H. Dement-
sprechend hat man

K(y,y) = (K(z,y), K(z,y)) = | K (z,y)|]* > 0,
womit die erste Aussage von (6.51) gezeigt ist. Weiter gilt
(K(u,y), K(u,2)) = K(z,2), (K(u,2),K(u,y)) = K(y,z),

und hieraus folgt die zweite Aussage. Die Beziehung (6.52) ergibt sich sofort aus
der Schwarzschen Ungleichung. O
Folgerung: Fiir bliebige \; € C erhilt man aus (6.51)

n

SO MK (k) 20, x5 €E. (6.53)
j=1k=1

Denn wegen (6.50) hat man

Satz 6.17 Es sei H ein Hilbertraum. Dann existiert hdchstens ein reproduzie-
render Kern fiir H,
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Beweis: Es werde angenommen, dass es zwei Kernfunktionen K und K’ gibt.
Dann gilt aber
1K (z,y) = K'(z,9)|> = (KK, K); — (K=K K)o(K - K, K),
= K@,y) - K((y) - K@y,y) + K'(y,y) =0,
dh. K = K. O

Wenn es moglich ist, dass ein Hilbertraum keinen reproduzierenden Kern hat,
so ist es von Interesse zu wissen, unter welchen Bedingungen er einen Kern hat
(man erinnere sich: x,y € H sind Funktionen, f(x), f(y) sind Funktionale).

Satz 6.18 Es sei H ein Hilbertraum mit Funktionen f(y) , y € £. H hat einen
reproduzierenden Kern K(x,y), wenn fir alle y € € und alle f € H gilt, dass f
ein lineares Funktional von H ist.

Beweis: H habe einen Kern K. Aus (6.50) und der Schwarzschen Ungleichung
folgt

W = 1), K@y < I 1K @)l = IFIKK (2,y), K (@, 9)
= |IFIK ()"

woraus folgt, dass f in der Tat beschrinkt ist. Man hat

W < K(y,9)?, (6.54)

woraus die Eigenschaften linearer Funktionale folgen.

Es sei umgekehrt f ein lineares Funktional. Dann existiert ein von y unab-
héngige Funktion g,(x) € H derart, dass

fly) = (f(z),gy())

(Satz von Riesz). Dann hat g,(x) die Eigenschaft der Reproduktion und ist dem-
nach eine Kernfunktion, d.h. g,(z,y) = K(z,y). O

Satz 6.19 Es sei H ein Hilbertraum mit Kernfunktion K(x,y); fir f € H, die
an der Stelle y den Wert 1 annehmen, gilt

1K (2 )l _ |If (=)
K(y,y) ~— [f)l’

Fiir alle f € H mit || f|| = 1 st |f(y)| mity € € hochstens gleich |K (z,y)|| K (z,y)|
fir x =1y.

(6.55)
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Beweis: Die Aussage folgt aus (6.54). O

Satz 6.19 impliziert, dass Hilbertrdume mit Kernfunktion stets in der Form
o
z) = a;0;(x) (6.56)
j=1

dargestellt werden konnen. Ist der Hilbertraum iiberdies separierbar und hat ein
vollstandiges Orthonormalsystem {¢;}, so ergibt sich die Darstellung
o0
F@) =D (f, 05)8;(x), (6.57)
j=1
wobei die Reihe gleichméBig in jeder Teilmenge &' C £ konvergiert, in der K (z, )
gleichméBig beschrinkt ist. (s. Meschkowski 1962, p. 48).

Man gelangt schliefllich zum
Satz 6.20 Satz von Mercer FEs sei K (x,y) eine auf [0,1] x [0, 1] definierte, stetige

(Kern-)Funktion und Ty : L?[0,1] — L?[0,1] sei der zugehdrige Integraloperator.
Weiter gelte K(s,t) = K(t,s) fir alle s,t € [0,1], d.h. T sei selbstadjungiert.

Weiter seien A1, As, ... die Figenwerte von Ty, mit den zugehdrigen Eigenfunktio-
nen e, eo,.... FirT > 0 gilt dann
Z)\ ej(s)e;(t),Vs,t € [0,1], (6.58)

und die Konvergenz ist absolut und gleichmdfig.

Beweis: Vorbereitung 1.: man braucht den Satz(VI.4.3), p. 279 Voraussetzung
S.v. Mercer, z € [0,1],

(Tex)(s) = > Ajlw,ej)ej, Vs €[0,1]
j=1

und Konvergenz ist absolut und glm.

Denn: Ty, ist ein kompakter Operator auf einem Préhilbertraum [0, 1], Kon-
vergenz in L?. muf nur glm Konvergenz gezeigt werden s. p. 279:

o0

S el = D H(Tke;)(s)
=1 =1
= ZMk(s

< |lk(s,-)||72 Bessel

_ /|kst|ﬁ

1113
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Fiir e > 0, € N, mit
o0
|z, e5)? <%
j=N
Dann noch Cauchy-Schwarz

1/2 1/2

D Ilaeei(s) < | D [Ae(s) > K, el < ||kl ooe,
j=N j=N j=N

und damit ist die glm Konvergenz bewiesen.

Fiir einen selbstadjungierten Operator 7' € K(#) sind die beiden Aussagen
dquivalent:
(i) Alle Eigenwerte von T" sind > 0,
(ii) T ist positiv. Denn (i) = (ii) folgt aus Spektralsatz, und (ii) = (i) ist wegen
(Tz,x) = \||z||* Eigenvektor klar.

Weiter gilt k(¢,t) > 0, Vt € [0, 1]. Dann noch Satz von Dini: T sei kompakter
metrischer Raum, f, f1, fo,..., T — R stetigund f; < fo < ... und f =sup f,
punktweise. Dann konvergiert {f,,} glm gegen f.

Jetzt kommt erst der eigentliche Beweis fiir Mercer.

Es sei .
Kn(s,t) = Ajej(s)e;(t).
j=1
Nach dem Spektralsatz gilt
(Tp—k,z,x)y = (Tpx,z)(Ty, z,x)

= Z<337 ej){ej, )

i>n
= > Nllze) =0
i>n
da alle A; > 0. Da K(t,t) > 0 fiir alle t € [0, 1]. Also

(s. a. Courant& Hilbert), und damit

D Nl < K(tt) < 1K oo
j=1
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Deswegen konvergiert die Reihe links. Nach Cauchy-Schwarz hat man

S Neiee = > Ve A ()]
7j=1 7j=1
. 2 s 1/2
< Z)\j|€j($)|2 Z|ej(t)’2
j=1 J=1

< 1K loo

und > 72 Ajeje;(t) konvergiert absolut fiir alle s,¢ € [0, 1]. Jetzt noch glm Kon-
vergenz (Satz von Dini) (absolute und glm Konvergenz). O

7 Kernmethoden

Vorbemerkung: Satz 2.2 = Parameter steht senkrecht auf Hyperebene.

7.1 Klassifikation

In klassischen Linearen Diskriminanzanalyse von Fisher wird versucht, Hyperebe-
nen in einem n-dimensionalen Priadiktorraum zu finden, die verschiedene Gruppen
optimal voneinander trennen. Abbildung 13 (a) zeigt ein Beispiel von zwei Grup-
pen in einem 2-dimensionalen Raum, bei die Gruppen durch eine Hyperebene —
hier eine Gerade — separiert werden kénnen. Die Abbildung (b) zeigt ein Beispiel
fiir eine nicht-trennbare Konfiguration von zwei Gruppen. Die Gerade in (a) wird

Abbildung 13: Linear trennbare und linear nicht trennbare Konfigruationen

linear separabel linear nicht separabel

0.0 0.2
|
Oooooogo
o
o

Kanonische Variable I
2
|
o]
° o
0 0o
0o

Kanonische Variable 11

Kanonische Variable | Kanonische Variable |

so bestimmt, dass die Projektion der Punkte auf eine zur Hyperebene orthogo-
nale Gerade moglichst keine, in jedem Fall eine nur minimale Uberlappung der
Projektionen minimal wird, — dadurch wird auch die Hyperebene selbst optimal
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(vergl. Abb. 14). Der Punkt bei diesem Vorgehen ist, dass alle Punkte projiziert
werden. Dieser Ansatz wird spétestens dann suboptimal, wenn die Gruppen nicht

Abbildung 14: Klassifikation nach Fisher (1936) (I): 21 blau, Q5 rot, eine mégliche
Trennlinie 7', eine Projektionsgerade Y

linear separabel

0.1 0.2

0.1

Kanonische Variable Il

-08 -06 -04 -0.2 0.0 0.2

Kanonische Variable |

linear trennbar sind. Denn eigentlich braucht eine

Trennebene nur durch Punkte definiert zu werden, G A {<wx>+b=+1)
an denen die Gruppen getrennt werden. Diese Punk- "

te bzw. Vektoren sind die support vectors. In der ™.
nebenstehenden Abbildung sind die Punkte 7 und Xé‘“-.\»
xo Beispiele fiir support vectors. Sie liegen auf Rén-
dern (margins), das sind Ebenen (hier: Geraden), = y=-1
die parallel zu einer "eigentlichen” Trennebene bzw.
-geraden liegen. Die Trennung ist um so besser, je °
weiter die Margins von G entfernt liegen. Fiir einen
gegebenen Datenpunkt x; wird eine Funktion f ge-
sucht derart, dass

{XI<w,x > + b= -1}

>+1, x;€C
yi = f(x;) :{ Sy Xz S (7.1)
x = fwp(x) =sgn((w,x) +b) (7.2)
gilt; sgn steht fiir signum, soll heiflen fiir die Vorzeichen + bzw. - ; man kann

auch die Faktoren +1 bzw. —1 damit bezeichnen. Die Gerade G und die zu ihr
parallelen Geraden werden nur durch Punkte bestimmt, die auf den parallelen
Geraden liegen, wie x; und xs. Die Frage ist nun, wie diese Geraden bestimmt
werden kénnen. Eine Trennebene wird stets durch eine lineare Gleichung

w1x1 + waky + -+ wpxy +b=0

beschrieben. Eine Geradengleichung ergibt sich fiir p = 2. Es sel w =
(wi,...,wp)"; die Ebenen- bzw Geradengleichung fiir G ist dann durch
wx+b=(w,x)+b=0 (7.3)
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gegeben, wobei b der Abstand der Ebene vom Nullpunkt des Koordinatensystems
ist; die Schreibweise (w,x) fiir das Skalarprodukt ist in Texten zu SVMs iiblich
und wird deshalb hier {ibernommen, um den Ubergang zur Originalliteratur zu
erleichtern.

Der Vektor w ist orthogonal zur Orientierung der Ebene (Satz 2.2, Seite 42).
Die Parallellen zu G werden durch die Forderung min;(w, x;) + b = %1 definiert,
d.h. durch

miin\(w,xi) +b =1 (7.4)

definiert. Damit wird gesagt, dass der Punkt mit dem kleinsten Abstand zu G den
Abstand 1/||w|| hat. Dass diese Aussage gilt, ist leicht zu sehen. Man betrachte
zwei Punkte x; und x2 mit (w,x1) +b =41 und (w,x2) +b = —1, d.h. [(w,x)+
b| = 1. Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, so erhélt man

<W, (Xl - X2)> = 2.

Normiert man den Vektor w, d.h. geht man von w zu w/||w|| iiber, so erhélt man

(

w > 2
—_— X)) = —
[wi’ [wl’

und dies bedeutet, dass der Abstand eines Margins zu G gerade gleich 1/||wl| ist.

(7.5)

Die Gerade G separiert optimal, wenn der Margin-Abstand maximal ist. Dies
ist der Fall, wenn 1/||w|| maximal, d.h. wenn ||w|| minimal ist. w kann also duch
Minimalisierung von ||w|| bestimmt werden, wobei allerdings Nebenmbedingun-
gen erfiillt sein miissen: es soll ja [(w,x) + b] > 1 gelten. Diese Forderung kann
man in der Form y;((w, x) +b) > 1 schreiben: ist (w,x)+b > 0, so ist auch y; > 0
und ist (w,x) +b < 0, so ist auch y; < 0 und das Produkt der beiden Gréfien ist
positiv. Damit besteht die Aufgabe der Bestimmung von w also darin, w geméif

. I T
oin r(w) = 5lwl (7.6)
yi((w,x) +b) > 1, fiir alleq (7.7)

zu bestimmen; der Faktor 1/2 in (7.6) hat den Sinn, den Faktor 2 loszuwerden,
der beim Differenzieren von 7(w) entsteht. Die Aufgabe wird gelost, indem man
die den Gleichungen (7.6) und (7.7) enstsprechende Lagrange-Funktion

L(w.b,a) = |WH2 Zaz yi({w,xi) +0) — 1) (7.8)
=1
betrachtet, wobei @(aq, . .., a;,)’ der Vektor der Lagrange-Multiplikatoren ist mit

a; > 0. L(w,b,a) muB beziiglich der o; maximalisiert und beziiglich w minima-
lisiert werden. Dazu muf}

oL oL
Sy Lw.ba) =0, == =0 (7.9)
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gelten, woraus
m m
Z ay; =0, w= Z QG YiX; (7.10)
i=1 i=1

folgt (Scholkopf und Smola (2002), p. 197). Der gesuchte Vektor w ergibt sich
demnach als Linearkombination der Vektoren x;, also aus den Daten der Trai-
ningsstichprobe. Es 148t sich zeigen, dass nur diejenigen «; # 0 den Bedingungen
von (7.6) und (7.7) geniigen, fiir die

a;(yi((w,x;) +b) —1) =0 (7.11)

gilt. Diejenigen x; mit «; > 0 sind die Support Vectors (SVs)*3, denn (7.11)
bedeutet ja gerade, dass diese x; exakt auf dem Rand (Margin), also auf den
Parallelen zu G liegen. Alle iibrigen x; sind irrelevant, da fiir sie o; = 0. Die
Bedingungen (7.7) sind automatisch erfiillt.

Um das eigentliche Optimierungsproblem zu lsen, miissen die Bedingungen
von (7.10) in die Lagrange-Funktion (7.8) eingesetzt werden. Man erhilt

m m
1
max W (a) = Zai b Z a0 (Xq, X5) (7.12)
ek i=1 i,j=1
unter den Nebenbedingungen
m
i=1

Setzt man nun die Definition von w in die Entscheidungsfunktion (7.2) ein, so
erhilt man fiir f den Ausdruck

f(x) =sgn (Z iy (X, %) + b) (7.14)

i=1
Damit wird deutlich, dass f(x) u.a. durch die Skalarprodukte (x;,x) definiert
wird.

Dieser Sachverhalt erméoglicht den Ubergang zu nichtlinearen Trennfunktio-
nen, denn (x;, x) ist der Spezialfall einer allgemeinen Kernfunktion k(x;,x). Dazu
wird das Skalar- oder innere Produkt (x;x) ersetzt:

(x4, %) = (D(x:), ¢(x)). (7.15)

¢ definiert den Merkmalsraum oder feature space, der im Allgemeinen von ho-
herer Dimension als der urspriinglich gegebene ist und in dem die Trennung der

43Man sollte vielleicht besser von Stiitzvektoren reden, um das unselige Denglisch zu vermei-
den. Andererseits ist der englische Ausdruck zum Standardausdruck geworden, so dass er hier
beibehalten wird
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Gruppen durch lineare Funktionen moglich ist. Der Punkt hierbei ist, dass ¢
gar nicht explizit definiert und damit die Transformation in den htheren Raum
nicht durchgefiihrt werden muf}, da ¢ implizit durch die Wahl einer Kernfunktion
gegeben ist:

k(xi, x) = (¢(x4, ¢(x)). (7.16)
Beispiele fiir Kernfunktionen sind
1xi — %4
Ki(x,x;) = exp <—202] (7.17)
KQ(Xi,Xj) = (Xi,X]’ + ].)d (718)
K3(x;,%;) = tanh(8x;x; +b) (7.19)

Fine Anwendung und weitere Diskussion der SVM-Klassifikation findet man in
Mortensen: Klassifikations- und Diskriminanzanalyse.

7.2 Kern-Regression

Geht es um Klassifikation, so wird — im dichotomen Fall — die abhéingige Varia-
ble y; € {£1} gesetzt. Im Falle der Regressions nimmt y; relle Werte aus einem
Intervall an. Der support-vector -Ansatz kann allerdings auf den Regressionsfall
verallgemeinert werden. Es sei f(x) = ¢ die "vorhergesagte” Funktion, wihrend
die y-Werte die tatséchlich gemessenen Werte seien. Man definiert eine Verlust-
funktion

c(x,y, f(x)) = |y = F(x)|e = max{0, [y — f(x) — e} (7.20)

Es soll die Regressionsfunktion
f(x) = (W, x) +b=wix1 + - + wpXn + b (7.21)

geschéitzt werden. Dazu soll
1 m
L=lwl + Oy — f(xi)le (7.22)
i=1

minimalisiert werden. Dazu werden "slack-Variabloen” &; und él eingefiihrt:
yi—(w,x)—b<e+&, (wx) —y<e+§ (7.23)

eingefiihrt und (7.22) wird modifiziert zu

£ =min | |x]?+C Y (& +&) (7.24)

=1
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mit & > 0, él > 0. L ist eine objective function, d.h. eine Funktion, die maximiert
bzw. minimalisiert werden soll. Die zu (7.24) duale objektive Funktion ist

m m
Z (0 +6i) —e > (ai+ by)
=1 =1
1 m
-5 > (i — &) K (xi, %), (7.25)
t,j=1

und diese Funktion soll unter der Nebenbedingung

m m
Y ai=) o, 0<<C, 0<4<C (7.26)
=1 =1

maximiert werden.

7.3 Kernel-PCA
Die PCA geht tiblicherweise von einer Kovarianz- bzw. Korrelationsmatix
C = (xix;) (7.27)

aus. Das setzt eine lineare Beziehung zwischen den x;,x; voraus. Es ist aber
moglich, dass die Zusammenhénge durch Feature-Vektoren ¢(x;, ¢(x;) definiert
sind. Man kann dann C durch

m

Cop = % > o(xid(xi) (7.28)
i=1

ersetzen. Gesucht sind wieder die Losungen Cyv = Av. Der Eigenvektor v kann
in eine Reihe

v = Zaiqb(xi) (7.29)
=1

entwickelt werden, d.h. es miissen nun nur die «; bestimmt werden. Man kann
nun das Skalarprodukt zwischen ¢(x) und dem n-ten normalisierten Eigenvektor

berechnen:
m

(Vi (%)) =Y _ 0k(xi, x) (7.30)

i=1
k(x;,x) eine Kernfunktion. Damit kann die explizite Berechungn der ¢(x;) um-
gangen werden.

Ausfiihrlichere Darstellungen werden in einem gesonderten Skript gegeben.
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Abbildung 15: Zum vektoriellen Produkt: Parallelogramm und Fléche
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8 Anhang

8.1 Das vektorielle Produkt

Es wird zun#chst eine formale Definition dieses Produkts gegeben, die dann im
Folgenden elaboriert wird.

Definition 8.1 Gegeben seien zwei 3-dimensionale Vektoren x und y, die einen
Winkel ¢ einschliefsen. Das vektorielle Produkt von x und y ist der durch

zx y=z=([z][ylsind)n (8.1)

definierte Vektor z der Linge ||@||||y| sin ¢, wobei ||x|| und y|| die Lingen von x
und y sind und der Vektor n ein zu x und y orthogonaler Vektor der Linge 1 ist.

Anmerkung: Das vektorielle Produkt wird hier nur fiir den iiblichen 3-dimensio-
nalen Fall diskutiert, Verallgemeinerungen sind moglich, gehen aber iiber den
Rahmen dieses Textes hinaus. O

Es wird zunéchst gezeigt, dass der Faktor ||x||||y|| sin ¢ von n gleich dem F1&-
cheninhalt des durch x und y aufgespannten Parallelogramms ist. AnschlieBend
werden die Komponenten des Vektors z hergeleitet.

Der Flacheninhalt eines Parallelogramms ist bekanntlich durch das Produkt
hx gegeben (vergl. Abbildung 15). Der Sinus des Winkels ¢ ist durch den Quoti-
enten Gegenkathete/Hypothenuse gegeben, also durch

h
i - 8.2
e =l (8:2)

wobei ||y| die Lange des Vektors y ist. Es folgt

h= [y sin. (8.3)
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Damit hat man fiir die Fldche des Parallelogramms den Ausdruck
F = |x|llly[lsin ¢. (8.4)

Das vektorielle Produkt ist also durch xxy = z = F'sin ¢n gegeben und F'sin ¢ ist
gleich der Linge ||z|| von z, die mithin vom Winkel ¢ abhéngt, den die Vektoren
x und y einschlielen. Fiir ¢ = 0 ist sin¢p = 0, — haben also x und y dieselbe
Orientierung, so ist F'sin ¢ = 0 und z, d.h. das vektorielle Produkt, hat den Wert
0. Fiir gegebene Langen ||x|| und ||y|| wird F sin ¢ maximal, wenn ¢ = 7/2, denn
dann wird sing = 1. Fiir ¢ = 37/2 ist sing = —1, ||z|| nimmt wieder einen
maximalen Wert an, allerdings zeigt z nun in die entgegengesetzte Richtung (wie
fiir alle Werte von ¢ zwischen 7 und 27).

Die Komponenten von z: Bis jetzt ist noch nicht erkléart worden, wie der Vek-
tor z tatséchlich bestimmt werden kann. Diese Bestimmung ergibt sich, wenn man
den Winkel ¢ aus dem Ausdruck fiir x X y eliminiert, was schon deswegen eine
niitzliche Ubung ist, weil er oft gar nicht gegeben ist. Nun ist sin® ¢ + cos® ¢ = 1,

so dass sin ¢ = /1 — cos? ¢ folgt, und wegen cos ¢ = X'y /(||x||||ly|l) (vergl. (2.31),
Seite 23) kann sin ¢ durch einen nur von den Vektoren x und y zusammengesetz-
ten Ausdruck ersetzt werden: man hat

F [yl v1 = cos? &

= iyl 1= g IR Gy
<Py PERE

= VIxIPlyl? - (xy)?
= @ +ad+ad) @+ v+ od) — (o ooy +aays)? (85)

Mit (8.5) hat man einen Ausdruck fiir die Fliche F, in der der Winkel ¢ nicht
mehr vorkommt. Es zeigt sich nun, dass der Ausdruck

A= (ol + a3 +a3)(yi + 95 +93) — (m1y1 + 222 + 23y3)°

unter der Wurzel in (8.5) sich so umformen lé6t, dass sich eine Charakterisierung
des Vektors z ergibt. Multipliziert man A aus, so ergibt sich
A = (2151)” + (z192)” + (2193)° + (w2y1)® + (z202)” + (w2y3)?

+(z3y1)? + (z392)° + (w3ys)?

—(z1y1)* — (z2y2)? — (z3ys)” — 2(z1y172y2) — 2(z1y173Y3) — 2(T2Y23Y3)

= (2192)° + (w251)” + (2193)° + (w351)° + (2203)° + (2312)°
—2(x1y172y2) — 2(T19173Y3) — 2(T2Y273Y3)

Die Inspektion dieser Summe legt nahe, die Terme (z1y2)? und (z2y1)?, (v1y3)2,
(3y1)? und (22y3)?, (z3y2)? zusammenfassen:

(2192)* + (2211)® = (21y2 — 2201)* + 221922201
(2193)2 + (z3y1)? = (2193 — 2391)% + 221932301
(332?J3)2 + (x3y2)2 = (22y3 — x3y2)2 + 222Y3%3Y2
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Die Terme 2z1ysx2y; etc heben sich dann im Ausdruck fiir A heraus und man
erhélt

A = (z1y2 — 22y1)* + (22y3 — 23y2)* + (T1y3 — 23y1)%

Demnach kann F = /A als Liinge eines Vektors ug mit den Komponenten a =
T1Yo — TaY1, b = xoys — x3yo und ¢ = x1ys — w3y aufgefasst werden. Aber A ist
durch die Quadratsumme dieser Komponenten definiert, so dass nicht nur A =
|lugl|, sondern ebenso A = ||u,|| gilt, wobei u; durch eine der Permutationen der
Komponenten a, b und ¢ definiert ist. Alle diese Vektoren haben die gleiche Lénge,
aber sind durch verschiedene Orientierungen charakterisiert. Ebenso kénnen die
Vorzeichen der a, b und ¢ variiert werden, dabei bleiben die Lingen ebenfalls
invariant. F' soll aber die Léange eines Vektors z sein, der orthogonal zu x und y
ist, so dass aus der Menge der moglichen Vektoren derjenige ausgewihlt werden
muf}, der diese Bedingung der Orthogonalitét erfiillt. Man wéhlt dazu diejenige
Kombination von Vorzeichen und Anordnung der Komponenten a, b und ¢, dass
ein Vektor entsteht, der auf den Vektoren x und y senkrecht steht. Setzt man
also z = (bj,, bj,,bj,)’, wobei (bj;,,bj,,bj,) eine bestimmte Anordnung der a,b, ¢
mit bestimmten Vorzeichen ist, so soll

(bjl,bj2, bjg))X/ = bj1$1 + bj2$2 + bj31'3 =0
gelten. Man findet dann, dass die Wahl
bj, = ways — x3y2, bj, = w3y1 — T1Y3, bj; = T1Y2 — T2Y1

fiir die Komponenten von z, also

L2Y3 — T3Y2
z=| z3y1 — 2193 (8.6)
L1Y2 — L2U1

gerade die gewiinschte Orthogonalitétsforderung erfiillt. Um das zu sehen, miissen
nur die Skalarprodukte z'x und z'y betrachtet werden. Es ist

z'x = (zoys — x3y2)x1 + (x3y1 — T1Y3)22 + (T1y2 — T2y1)T3,
und durch Ausmultiplizieren findet man
T1T2Y3 — T1T3Y2 + T2X3Y1 — T1T2Y3 + T1x3Y2 — T2x3y1 = 0

Die Orthogonalitéit von z und y folgt analog. Der so charakterisierte Vektor ent-
spricht einem Rechtssystem im oben definierten Sinn.

Mithin kann das vektorielle Produkt in der Form

T2Y3 — T3Y2
xxy=|[x[||yllsingn =z = | x3y1 —z193 | . (8.7)
T1Y2 — XT2Y1
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geschrieben werden.

Die Orientierung von z kann mit einer Drehrichtung verbunden werden. Dazu
werde angenommen, dass man x mit dem Daumen der rechten Hand asssoziiert
und den Vektor y mit dem Zeigefinger ebenfalls der rechten Hand. Nun fiihre
man mit der Hand eine Rechtsdrehung aus, wie man sie beim Eindrehen einer
Schraube mit dem iiblichen Rechtsgewinde durchfiihrt, — es ist, als wolle man
x um den Winkel ¢ in die Richtung von y drehen. z zeigt dann in Richtung
der Schraube. Man spricht von einem Rechtssystem. Das Linkssystem ist analog
definiert: man rotiert den Vektor y um den Winkel —¢ in die Richtung von x.
Die meisten Anwendungen findet man in der Physik (z.B. in der Mechanik und
in der Elektrodynamik).

Die Sperzifikation von z in (8.6) ist gleichwohl nicht eindeutig, denn auch —z
steht senkrecht auf x und y bzw. auf der durch diese Vektoren aufgespannten
Ebene, zeigt aber in die entgegengesetzte Richtung von z und definiert ein Links-
system.

Eine elegante Moglichkeit, das vektorielle Produkt zu definieren und seine
Eigenschaften herzuleiten, besteht darin, es symbolisch als Determinante zu de-
finieren und diese nach der ersten Zeile zu entwickeln:

€1 ey €3
XXYy=2zZ = r1 T 3
Y1 Y2 Y3

= (x2y3 — z3y2)e1r — (x1y3 — x3y1)e2 + (z1y2 — x2y1)es, (8.8)

wobei die Vorzeichen der Summanden nach der Regel (—1)!*/ bestimmt wurden.
Der Ansatz macht davon Gebrauch, dass ein beliebiger Vektor v = (v, va,v3)" in
der Form v = vje; +vges +v3es dargestellt werden kann. Tatséchlich entsprechen
die Koeffizienten der e; den Komponenten des Vektors z in (8.7), wenn man
—(z1y3 — x3y1) = w3y1 — x1y3 beriicksichtigt.

Es gilt der

Satz 8.1 FEs gelten die Aussagen

1. ¢ x y=0 genau dann, wenn entweder (i) =0 oder y=0, oder (ii)  und y
parallel sind,

2.xXxy=-—-yxux,

3.z x (y+ 2) = x X y+ x X z. (Distributivgesetz)

Beweis: Die Aussage 1. (i) ist klar: ist entweder x = 0 oder y = 0, so sind die
Koeffizienten von z alle gleich Null. Haben x und y dieselbe Orientierung, so gilt
y = Ax fiir A # 0 und man hat zoys — x3y2 = Axoxs — Axsrs = 0 etc.

Die Aussage 2. impliziert, dass sich die Vorzeichen der Koeffizienten von z
dndern bzw. die Koeffizienten alle mit dem Faktor -1 multipliziert werden. Dieser
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Fall resultiert, wenn man y x x berechnet:

€ € €3
yXxXx=z = 1 Y2 Y3
xr1 T2 I3

= (yox3 — ysz2)er — (y1x3 — yzx1)es + (Y122 — yax1)e3
= —(woys — x3y2)er + (z1y3 — x3y1)e2 — (T1y2 — T2y1)e3
= —xXy

Der Vergleich mit dem Ausdruck fiir x X y vergleicht bestétigt die Aussage.

Die Aussage 3. bestéitigt man, indem man u = y + z setzt und das vektorielle
Produkt x x u bestimmt. ]

8.2 Ungleichungen
8.2.1 Eine allgemeine Ungleichung

Es sei f(z) eine Funktion, fiir die fiir alle x aus einem Bereich I = (z1,z2) die
Ableitung df /dz = f'(z) existiert. Wird auf f’ auf I kleiner, je grofer x wird,
so heiit die Funktion auf I konkav, wichst dagegen f’(x) mit groBer werdendem
x € I, so heifit die Funktion auf I konvex. Der Logarithmus f(z) = logx ist auf
dem gesamten Intervall 0 < z < oo konkav: log x wéchst monoton mit z, aber mit
grofer werdendem z immer langsamer, denn f/'(z) = 1/x, > 0, und offenbar
f(x) — 0 fiir x — oco.

Es sei f eine konkave Funktion (iiber einem Intervall I). Es sei weiter b > a,
so dass f(b) > f(a). Weiter sei z € (a,b). Dann ist f(a) < f(z) < f(b), und f(z)
liegt stets iiber der Geraden, die die Punkte f(a) und f(b) miteinander verbindet.
Daraus folgt, dass

f@) ~ fla) _ F() ~ f(@)
r—a — b—a
woraus wiederum

f(@) = f(a) + (f(b) = f(a))

so dass

p g, = (@ FA®) — fla), Ae(0,1)

fl@) > Q=X f(a)+ Af(b), Vze€(a,b). (8.9)
Insbesondere kann
z=zAN)=(1—-XNa+b=a+Ab—a)

gew#hlt werden. X ist eine lineare Funktion von A\ mit der Steigung dx/d\ = b—a,
und der additiven Konstante a, so dass a < x < b; fiir A = 0 ist x = a, und fiir
A =1ist z = b. Da (8.9) allgemein gilt hat man dann

f(@) = f((1=Aa+Ab) > (1= A)f(a) + Af(D). (8.10)
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Es sei nun insbesondere f(x) = logz. Dann folgt
log((1—=\)a+Ab) > (1-\)loga+Alogb = A log a+Ag log b = log(a*'*2) (8.11)

wobei A} = 1— X, Ao = A, so dass A1 + Ao = 1. Man kann diese Ungleichung sofort
verallgemeinern zu

log(A1a1 + Aaag + -+ - + Apay) > log(a a2 ceapt), Z Ai =1, (8.12)

mit a; > 0 fiir s = 1,...,n, und da der Logarithmus eine monotone Funktion ist,
folgt

a1 + Asag + -+ Aapn > ai‘lag‘z e aﬁ". (8.13)
Setzt man insbesondere A\ = --- = \,, = 1/n, so erhilt man die Ungleichung

1/n
7Zaz>Ha”" (Ha) . (8.14)

Links steht das arithmetische Mittel der a;, rechts das geometrische Mittel der
a;, d.h. man hat hier die bekannte Ungleichung zwischen arithmetischem und
geometrischem Mittel.

8.2.2 Die Hoéldersche Ungleichung

Die Ungleichung (8.13) fithrt auf eine weitere, wichtige Ungleichung:

Satz 8.2 (Hdédersche Ungleichung) Es gelte p > 0 und 1/p+ 1/q = 1. Dann gilt

n n 1/p n 1/q
> aibi| < (Z |ai|1’> (Z |biq> . (8.15)
i=1 i=1 i=1
Beweis: A und B seien die Summen
A= "ail?, B=) [bl". (8.16)
=1 =1

Es werde p = 1/A1 > 1 und A2 = 1/q gesetzt, so dass A1 + A2 = 1. Die zwei Terme
|a;|/A und |b;|/B sind sicher positiv, ersetzt man a; in (8.13) durch |a;|/A und
ay durch |b;|/B, so liefert (8.13) die Ungleichung

)\1 )\2
1/ |11/ A2 1/ 1/ A2
<|aZ|A ) <|bZ‘B ) <X\ |az|A + A2 ‘bz’B , 1<i1<n
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Summiert man beide Seiten iiber i, so erhélt man

A1 Ao
“ ail/Al bil/AQ A B
Z<| |A ) <| |B S/\lz-l-/\g?:)\lﬁ-)\g:l

i=1

und man erhalt

woraus sofort

> aglbi| < AM B

i=1
folgt und wegen der Definition von A, B in (8.16) hat man die Behauptung (8.15).
U

8.3 Der allgemeine Begriff des Vektorraums

Der Begriff des Vektorraums ist sehr allgemein und setzt den Begriff des Korpers
voraus, der wiederum den Begriff der Gruppe voraussetzt.

Definition 8.2 FEine Gruppe ist eine Menge G, fiir deren Elemente eine Ver-
kntipfung @ definiert ist. Dabei gilt:

1. Fira,beGista®beg,

2. ® ist assoziativ, d.h. fir a,b,c € G gilt (a®@b)@c=a® (b® ¢),

3. Es existiert ein neutrales Element e € G derart, dass fiir alle a € G die Bezie-
hunga®e =e®a = a gilt.

4. Fiir jedes Element a € G existiert ein inverses Element a= € G, so dass
a®a ! =a ' ®a = e. Die Gruppe heifit abelsch**, wenn @ kommutatriv ist,
d.h. wenn a®b=>b® a fir a,b € G ist.

1

Es sei R die Menge der reellen Zahlen. Man kann ® = + (Addition), oder ® = -
die Multplikation oder ® = + die Division setzen; R erweist sich dann in Bezug
auf diese Operationen als Gruppe. Weiter sei M eine Menge von Objekten im
3-dimensionalen Raum, und ® sei eine Drehung um einen bestimmten Winkel 6.
Die Menge der Drehungen eines Objekts aus M ist eine Gruppe.

Definition 8.3 FEs sei K eine Menge mit den zwei Verkniipfungen:
+: KxK—K, (a,b)—~a+b

-t KxK—= K, (a,b)~a-b,a,beK.

heifst Korper, wenn die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

K1: K zusammen mit der Addition + ist eine abelsche Gruppe; das neutrale
Element wird mit 0 bezeichnet, das zu a € K inverse Element mit —a.

“4Nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802 — 1829)
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K2: Es sei K* = K \ {0}, d.h. K* sei K ohne das Nullelement. Fir a,b € K*
ist auch a - b € K*, und K* ist eine abelsche Gruppe mit dem neutralen
Element 1, das zu a inverse Element a~' wird auch mit 1/a bezeichnet.
Schreibweise: b/a = a~'b = ba~ 1.

K3: Fiira,b,c € K gilt
a-(b+c)=a-b+a-c,

d.h. es gilt das Distributivgesetz.

Offenbar bilden die Menge R der reellen Zahlen un die Menge C der komplexen
Zahlen jeweils einen Korper. Aber auch Mengen von Funktionen iiber einem Inter-
vall [a, b] oder von Matrizen kénnen einen Kérper bilden. Der Sinn der Einfithrung
des Gruppen- und des Korperbegriffs ist, dass Vektorrdume fiir belliebige Mengen
von Objekten definiert werden kénnen, sofern fiir diese Objekte Verkniipfungen
definiert sind, die den Gruppen- bzw. den Korperbedingungen geniigen. In der
multivariaten Statistik beschréinkt man sich aber auf Vektoren, deren Komponen-
ten reelle oder komplexe Zahlen sind und auf bestimmte Typen von Funktionen.

Es folgt nun die allgemeine Definition des Begriffs des Vektorraums:

Definition 8.4 Fine nicht leere Menge V' heifst Vektorraum iiber einem Korper
K, wenn alle Linearkombinationen von Elementen von V wieder Elemente von V
sind. Insbesondere ist V' ein Vektorraum, wenn die Bedingungen

(i) IstveV, so auch —veV
(i) MpeR, v,weV = Ap)v=Av+pveV, und \(v+w) = Av+pweV
(11i) AN(pv) = (Ap)veV firveV.

erfillt sind. Die Elemente eines Vektorraums heiflen Vektoren.
Anmerkungen:

1. Vektorbegriff: Die Definition des Vektorraums ist ohne Spezifikation der
Elemente formuliert worden, und dass dann diese Elemente "Vektoren” ge-
nannt werden, verweist darauf, dass nicht nur die bisher betrachteten Vek-
toren v = (v1,...,v,) gemeint sind, — diese sind eher Spezialfille. Alle
mathematischen Objekte sind Vektoren, sofern die Verkniipfungsregeln (i)
bis (iii) auf sie anwendbar sind. So sind bilden z.B. bestimmte Mengen von
Matrizen einen Vektorraum, oder Mengen von Polynomen, allgemein von
stetigen Funktionen, etc.

2. n-dimensionaler Vektorraum: Sind die Elemente von V n-dimensionale
Vektoren x = (1, ...,%,)’, so schreibt man fiir fiir den entsprechenden Vek-
torraum auch V,,, sind die Komponenten {iberdies reelle Zahlen , so ist auch
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die Schreibweise R" gebrauchlich, oder C", wenn die Komponenten komple-
xe Zahlen sind. Eine etwas anders lautende Definition des n-dimensionalen
Vektorraums wird in Definition 2.16, Seite 47, gegeben. ]

Mit dem Begriff des Vektorraums wird die Idee der Abgeschlossenheit einer Menge
in Bezug auf die Verkniipfungsoperationen charakterisiert. Beispiele fiir einen
Vektorraum sind

1. Die Menge R™ = R x--- xR aller n-tupel x1, ..., x, reeller Zahlen iiber dem
Korper R, also die Menge der hier betrachteten n-dimensionalen Vektoren
mit reellen Komponenten.

2. Die Menge C*[a,b] aller auf dem abgeschlossenen Intervall*® [a,b] k-mal
stetig differenzierbarer Funktionen. Sind f € C*, g € C¥, so gilt (f+¢)(t) =

f(@)+g(t) und (f - g)(t) = f(t)g(t) fiir alle ¢ € [a,b] C R.

3. Die Menge der auf dem Intervall [0, c0) stetigen Funktionen.

Beispiel 8.1 Ein Spezialfall der stetigen Funktionen sind Polynome. Es sei M =
{1,t,¢2,#3,...} C V und weitere Elemente ("Vektoren”) in V sind eben die Funk-
tionen

P(t)=ag+ait +ast> + - +apt" +--- .
M ist linear unabhéngig, wenn M unendlich viele Elemente enthélt.

Auf den ersten Blick scheinen Polynome, oder allgemein stetige Funktionen,
nicht viel mit den Vektoren x = (z1,...,2,)" gemein zu haben, die bisher be-
trachtet wurden. Andererseits mufl man sich klar machen, dass mit P(¢) ja nicht
ein einzelner Wert (berechnet fiir einen bestimmten ¢-Wert) gemeint ist, son-
dern eben die Funktion P auf einem Definitionsbereich fiir ¢. So sei einmal an-
genommen, man habe P fiir die Werte t1,to, ..., t, berechnet; man erhélt dann
Werte ©1 = P(t1),x2 = P(t2),...,zn = P(t,). Der endlichdimensionale Vektor
(1, ...,xy,) liefert dann ein erstes, unvollstéindiges Bild von P(t) fir t € I, I C R
ein Intervall. Wiirde man P(t) fiir allet € I berechnen, bekdme man einen Vektor
mit {iberabzihlbar?® vielen Komponenten, x = P hat dann ein Kontinuum von

45Ein Intervall heifit abgeschlossen, wenn die Endpunkte a und b mit zum Intervall gehoren,
es wird dann [a, b] geschrieben; gehéren sie nicht zum Intervall, so heifit das Intervall offen und
es wird (a,b) geschrieben, und gehért nur einer der Endpunkte zum Intervall, so heif}t es halb
offen, was durch [a, b) oder (a,b] signalisiert wird.

4Eine Menge M heiBt abzihlbar, wenn man ihre Elemente durchnummerieren kann. Das ist
auf jeden Fall moglich, wenn M endlich viele Elemente enthélt. Sie darf auch unendlich viele
Elemente enthalten: so lange man jedem Element x € M eine natiirliche Zahl ¢ € N zuordnen
kann, heifit sie abzéhlbar: M = {z1,z2,23,...,@;,...|¢ € N}, M hat dann die "Méchtigkeit”
der Menge N der natiirlichen Zahlen. Es 148t sich zeigen, dass auch die Menge Q der rationalen
(von lat. ratio = Quotient) Zahlen, die in der Form p/q mit p,q € N, darstellbar sind, noch
die Méchtigkeit von N hat, — die rationalen Zahlen lassen sich also durchnummerieren. Nimmt
man allerdings noch die irrationalen Zahlen — Dezimalzahlen, die eben nicht in der Form p/q
mit p,q € N darstellbar sind, wie etwa /2, 7, e. etc — so lass sich die Elemente nicht mehr
durchnummerieren, man spricht dann von einer #berabzéihlbaren Menge.
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Komponenten. In Abschnitt 2.4.4 wird noch einmal auf Polynome als Vektoren
eingegangen. Il

Im Rahmen der gewohnlichen multivariaten Analyse ist so gut wie immer die
Menge R der reellen Zahlen der betrachtete Kérper, und im Zusammenhang mit
Analysen dynamischer Vorgéinge noch der allgemeinere Korper C der komplexen
Zahlen. Analysen, bei denen auf den Kérper C*[a, b] Bezug genommen wird, wer-
den spéter in einem gesonderten Kapitel behandelt. Es geniigt fiir das Folgende,
einfach von einem Vektorraum zu sprechen, ohne zu erwihnen, dass es sich da-
bei um einen Vektorraum iiber einem Korper K handeln soll, wobei K = R oder
K = C ist.

Nicht jede Menge von Vektoren ist ein Vektorraum. So sei
V= {x|lx| =1}

eine Menge von Vektoren der Lange 1; legt man die Anfangspunkte dieser Vekto-
ren in den Ursprung des Koordinatensystems, so liegen die Endpunkte der Ele-
mente von V auf einem Kreis. V ist kein Vektorraum, denn fiir A, u € R beliebig
ist

X = AX) + uX2, Xi,X0€V
ein Vektor, dessen Linge A + p nicht notwendig gleich 1 ist, d.h. x ist nicht
notwendig ein Element aus V.

8.4 Einfache lineare Regression

Als Tllustration der bisher eingefiithrten Begriffe kann die einfache lineare Regres-
sion und die Schitzung des Regressionsparameters betrachtet werden. Es gelte

¥y =bx;+e;, 1=1,...,n (817)
mit v; = X; =, y; = Y; — g, sodass ), x; = Y ,y; = 0. Der Parameter b ist
unbekannt und soll geschéitzt werden.

Statt (8.17) kann die Gleichung vektoriell geschrieben werden:
y =bx+e, (8.18)

mity = (y1,...,9n), x = (21,...,2,) und e = (ey,...,e,)". Eine direkte Mog-
lichkeit, b zu schétzen, besteht darin, die Gleichung in eine Gleichung zwischen
Skalaren zu verwandeln. Dazu werde die Gleichnung von links mit x’ multipliziert:

X'y = bx'x + X'e,

woraus sofort , ,
Xy _X°_j5 (8.19)

x'x  x'x
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folgt. Fiir den ersten Term auf der linken Seite findet man

x'y  ixly _ Kov(z,y) _j

xx - ox|? 53 ’

d.h. die aus der Statistik bekannte Schiitzung fiir b. Auch b ist eine Schiitzung
fiir b, auch wenn der Ausdruck fiir b direkt aus (8.18) folgt, denn die linke Seite
von (8.19) enthilt den Term x’e/||x||?, und der Fehlervektor e ist unbekannt;
x'e repisentiert die Kovarianz von x und e. Man kann nun einfach die Annahme
machen, dass diese Kovarianz gleich Null ist und deswegen x’e = 0 setzen; dann
entspricht die linke Seite gerade dem {iblichen Ausdruck fiir den Regressionskoef-
fizienten. Man muf} aber bedenken, dass e von Stichprobe zu Stichprobe variiert,
so dass x’e keinesfalls fiir eine gegebene Stichprobe gleich Null sein muf}, sondern
allenfalls im Mittel iiber die verschiedenen moglichen Stichproben gleich Null sein
kann; das Postulat E(x’e) = 0 bedeutet ja nicht, dass auch x’e = 0 ist.

Natiirlich ist die aus der Statistik bekannte Schéitzung b eine Kleinste-Quadrate-
Schitzung. Nach der Methode der Kleinsten Quadrate wird b so geschétzt, dass
die Summe der Quadrate der Fehler, also €'e, minimiert wird. Es soll also gelten

ee = (y — bx)'(y — bx) = min. (8.20)

Es ist
(y — bx)(y — bx) = y'y — by'x — bx'y + b*x'x
und differenziert man nach b und setzt die entstehende Ableitung gleich Null, so
erhilt man
—2x'y — 2bx'x = 0,
woraus

- xy _ Kour,y)

b= (8.21)

2
x'x 52

folgt. Hier ist nur implizit angenommen worden, dass e von b unabhéingig ist. Es
kann nun leicht gezeigt Werden dass der Fehlervektor € = y — bx orthogonal zu
xund y = bx ist, so dass &'y = &'bx = 0. Denn es ist

ey = (y—bx)'bx
by'x — b*x'x = b(x'y — bx'x)
A~ X/y
= b(x'y— EX/X) =0, (8.22)
und dies gilt fiir alle Stichproben.

y ist eine Linearkombination von x, liegt also in dem durch x definierten
1-dimensionalem Teilraum des n-dimensionalen Vektorraums. y ist eine Linear-
kombination von y und é:

y=y+e yle (8.23)



Die Orthogonalitét von ¥ und e impliziert — wie man leicht nachrechnet —

Iy11? = 151> + [le]”

und damit
AP Tlel?
lyll> llyl*’
und wegen X
917 _ BIx? ey ey
Iyl Ayl =yl Pyl
folgt
o _ ISP _s5_ _lel’ _ 2 (8.24)
S 4 [yl sy '
bzw.
s2 = 33(1 - r?cy). (8.25)

Projektion: y kann als Projektion von y auf den durch x definierten Teilraum
gesehen werden. Nach Abbildung 12, Seite 157, hat man (nach Vertauschung von
x und y)

/

x'y Xy
= = blx| = I|yl|- (8.26)
Iyl 1l

[Pyell = [lyllcos & = [yl

Diese Aussage gilt auch fiir die Verallgemeinerung der linearen Regression zur
multiplen Regression.

8.5 Alternativer Beweis von Satz 3.27

Es sei a; der i-te Zeilenvektor von A, i = 1,..., m. Es sei Ax = 0; dies bedeutet,
dass die Skalarprodukte a/,;x = 0 fiir alle ¢, d.h. x ist orthogonal zu allen Zeilen-
vektoren von A. Fiir die x mit Ax =y # 0 gilt diese Aussage nicht, d.h. R” wird
in zwei Teilmengen U und V zerlegt:

U={xcR"Ax =0} =kern(4), V ={xeR|Ax=1y # 0}.

U = kern(A) ist ein Teilraum des R™. V ist ebenfalls ein Teilraum des R", denn
es sei Ax) =y, AXs = yo, X1,X2 ¢ kern(A). Dann ist, fiir A, u € R beliebig,
AXx1 = Ay, Auxg = pyy und A(AX) 4 uxe) = Ny +uyy =y € L(A), mithin ist
X = Ax1 + puxz € V. Offenbar ist U NV = (), denn ein Vektor x € R™ kann nicht
zugleich in U und in V sein. Also folgt U +V = R und nach dem Dimensionssatz
2.16, Seite 57, folgt

dim(U + V) =dim(U) + dim(V) = dimR" = n.
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Zur Bestimmung von dim(U) werde
Ax =mzja; + - + 28y + Tpp18541 + - - + Tpay =0

betrachtet. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann angenommen werden,
dass die Spaltenvektoren ay, ..., a, die linear unabhingigen Vektoren von A sind.
Schreibt man

Tia) + -+ rpay = —(Tp 18001 + 0+ Tpay),
und beriicksichtigt man, dass die a,; fiir k = 1,...,n—r Linearkombionationen
der aj, j =1,...,r sind, so dass
,
aryk = A\p1al + -+ Apray = Z Akja (8.27)
j=1

gelten muf}, so hat man

T n—r T
ijaj = —Za:rJrkZ)\kjaj. (8.28)
j=1 k=1 j=1
Uber den Vektor x ist bisher keine weitere Annahme gemacht worden auBer, dass
Ax = 0 gelten soll. Man kann also insbesondere
X=Xk = (21,...,2,0,...,0,1,0,...,0), k=1,....n—7r
setzen, wobei die 1 an der (r 4+ k)-ten Stelle stehen soll, also

X411 = (21,...,2,,1,0,...,0),
Xr4o = (21,...,2,,0,1,0,...,0),
Xr43 = (21,...,2,,0,0,1,0,...,0)

Die Gleichung (8.28) nimmt dann die Form

r T T r
E Tritk E Heja; = E )\kjaj = — E Tjaj .
k=1 j=1 j=1 j=1

so dass

r r n
Z )\kjaj + ijaj = Z(I‘J + )\j)aj = 0.
j=1 Jj=1

j=1
Da die a; linear unabhéngig sind folgt x; + A; = 0 oder —\; = z; fiir alle j. es
ist also

xk:(—)\kl,...,—)\kr,O,...,O,l,O,...,0)’, kzl,...,n—r (829)
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wobei die 1 an der (r + k)-ten Stelle steht. In der Tat ist
Axp = —Aprar — - = A + a4, =0
wegen (8.27).
Die x;, sind linear unabhéngig, wie man sofort sieht, denn
X1+ -+ ppXp =0

impliziert pu; = 0 fiir ¢ = 1,...,n—r. Sie bilden damit eine Basis fiir einen (n—r)-
dimensionalen Teilraum. Damit ist gezeigt, dass kern(A) mindestens (n — r)-
dimensional ist. Die Frage ist, ob die Dimensionalitét von kern(A) nicht grofier
ist. Das ist aber nicht mdoglich, da ja bereits rg(A) = r angebommen wurde,
der Rang von kern(A) kann also nicht grofler als n — r sein. Wegen (?7) (=

Dimensionssatz) folgt weiter, dass rg(V) = L(A) = r ist. O

Fiir 7 = n folgt demnach rglkern(A)] = 0, d.h. in diesem Fall hat Ax = 0
nur eine Losung: x = 0. Dies ist evident, denn in diesem Fall sind die ay, ..., a,
linear unabhéngig und Zj z;ja; = 0 nur dann, wenn x1 = --- = x, = 0. t

8.6 Gleichungssysteme und Singularwertzerlegung (II)

Die Koeffizientenmatrix sei A eine m x n-Matrix, m > n. Die Singularwertzerle-
gung sei durch
A=QIP, % =A\? (8.30)

mit o; = \/\; gegeben, wobei \; der j-te Eigenwert von A’A bzw. AA’ ist. r <n
sei der Rang von A. Ist 7 = n, so sind n Eigenwerte ungleich Null, ist dagegen
r < n, so sind nur r Eigenwerte ungleich Null und ¥ hat die Form

o 00 00 0
0 o2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 50
=10 o0 o, 0 0 =<0 o)’ oj=VA;  (831)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

d.h. ¥ ist eine n x n-Matrix, deren erste r Diagonalzellen von Null verschieden
sind und bei der letzten n — r Zeilen und Spalten nur Nullen enthalten; o; heift
j-ter Singularwert. ¥, = A}A(Q ist eine Diagonalmatrix, die nur die von Null ver-
schiedenen Singularwerte enthélt.

Fiir den Fall » < n sind o01,...,0, # 0, und 0,41 = -+ = g, = 0. X ist eine
n xn-Matrix, deren letzte n—r Spalten ebenso wie die letzten n—r Zeilen nur Nul-
len enthélt. P ist eine n x n-Matrix orthonormaler Vektoren (die Eigenvektoren
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von A’A). Die letzten n—r (Spalten-)Vektoren P41, ..., P, von P korrespondie-
ren zu Eigenwerten und damit zu o-Werten, die gleich Null sind. Es sei r derRang
von A und B, = {Py,...,P.}; L(B,) sei die Menge der n-dimensionalen Vekto-

ren, die sich als Linearkombination der P1,..., P, darstellen lassen. Weiter sei
By = {Pyy1,...,P.} und L(B,_,) die Menge der n-dimensionalen Vektoren,
die sich als Linearkombinationen der P,yi,..., P, darstellen lassen. £(B,) ist

ein r-dimensionalen Teilraum des V,,, und L£(B,_,) ist ein n — r-dimensionaler
Teilraum des V,,. B, U B,,_, bildet eine Basis fiir den gesamten V;,. Fiir den Fall
n = r ist B, _, leer.

Satz 8.3 FEs sei A eine m X n-Matriz mit m > n und Rang r < n; die SVD von
A sei durch (8.80) gegeben. Es gelte

Az =y, (8.32)

wobei © und y n-dimensionale Vektoren sind. Dann gilt

—

y=0 = z=aPrp1+- -+ an Py, € L(cBy—) (8.33)
y#0 = xz=b P+ ---+b.P, € L(B,), (8.34)
wobei die Py,...,P., P.yq,..., P, die Spaltenvektoren von P in (8.30) sind und

die ai,...,an—r bzw. die by,...,b. geeignet gewdhlte Koeffizienten sind.

Beweis: Es sei y = 0 und es gelte 7 < n. Da P orthonormal ist, bilden die
Spaltenvektoren P, ..., P, eine orthonormale Basis des V,,, und da x € V,, kann
X stets als Linearkombination

x=cP1+ - +c,P, (8.35)
dargestellt werden. Es ist zu zeigen, dass fiir Ax = Ostets e = =¢, =0 gilt,
und fiir Ax # y folgt ¢,41 =---=¢, =0.

Es gelte (8.33), d.h. es gelte Ax = 0. (8.35) kann in der Form

x=> ¢Pj+ Y Py (8.36)
j=1

k=r+1

geschrieben werden. Es sei Ax = QX P'x = 0, d.h.

I8 n
0=Q%) ¢;P;+QY > Py
j=1 k=r+1
Es ist aber

n

QTP > aPr = Q% Zn: e P'Py,

k=r+1 k=r+1
= Q Z Ckzek = Q Z CLSk (837)
k=r+1 k=r+1
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wobei e, = P'Py, der k-te Einheitsvektor ist (seine Komponenten sind alle gleich
Null bis auf die k-te, die gleich 1 ist), denn die Vektoren in P sind orthonormal,
und s, = Ye ist der k-te Spaltenvektor von ¥47. Aber fiir £ > r ist dieser
Spaltenvektor der Nullvektor (fiir < n gibt es nur r Eigenwerte ungleich Null,
vergl. (8.31)), so dass unabhéngig von der Wahl der Koeffizienten ¢, die (Teil-
)Summe QXP' Y71 cxPy gleich Null ist.

Nun werde die erste Teilsumme Z;Zl c;P; fiir x betrachtet. Da die zweite
Teilsumme auf jeden Fall gleich Null ist, mufl nun

Ax =QIP'x=QXP'> ¢;P; =0
j=1

gelten. Es ist aber

QEPI Zr: Cij = QE ZT: CjP/Pj

j=1 J=1
T T
= QZZCjej = QZC]‘SJ' (8.38)
j=1 J=1

wobei s; der j-te Spaltenvektor von ¥ ist. Fiir j < r ist aber s; # 0, so dass
QXP Z;zl c;P; # 0 ist, es sei denn ¢; = --- = ¢, = 0. Damit ist gezeigt, dass
fiir den Fall Ax = 0 und n < r der Vektor keine Linearkombination der P, ..., P,
sein kann, aber als Linearkombination der P, 1, ..., P, dargestellt werden kann.
O

Anmerkungen:

1. Fiir den Fall r = n folgt sofort, dass B,,_, = By = 0, d.h. es existiert kein
Vektor x # 0 derart, dass Ax = 0 ist.

2. Dax=a1Pry1+ -+ + ap_.-P, die Gleichung Ax = 0 impliziert, folgt aus
Ax # 0, dass x ¢ B,—r, d.h. x kann kein Element des aus den P4 1,..., P,
aufgespannten Teilraums sein. Da aber v € V,;, mufl x ein Element des aus
den P4, ..., P, aufgespannten Teilraums sein, d.h. x ist als Linearkombina-
tion der Py, ..., P, darstellbar.

3. Mit Ax =y und A = QX P’ gilt QX P'x = y und man erhélt
x = PYX71Qy, (8.39)

d.h. die Losung fiir x &8t sich iiber die SVD von A bestimmen. Ist r < n,

so kann man A = @, X, P/ schreiben, wobei ¥, eine r x r-Diagonalmatrix

47Es sei S eine beliebige n x n-Matrix; dann ist Sey = si stets der k-te Spaltenvektor von S,
wie man leicht nachrechnet
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ist, die nur die von Null verschiedenen Singularwerte (= Wurzeln aus den
Eigenwerten) enthélt. Man hat dann eine Losung

x = P.X'Qly. (8.40)

Die Losung (8.39) entspricht natiirlich der Losungs (3.296), wie man sieht,
wenn man in (3.296) A durch QXP’ oder im Fall » < n A durch Q,3, P!
ersetzt. Man vergleiche die Losungen mit denen fiir die verallgemeinerte
Inverse in Abschnitt 3.15.

8.7 Alternative Herleitung der PCA

Gesucht sind linear unabhéngige, insbesondere orthogonale Vektoren Ly, ..., Ly,
aus denen sich die Spaltenvektoren einer Datenmatrix X als Linearkombinationen
darstellen lassen. Da nur X gegeben ist, miissen sich die Lj aus X errechnen las-
sen. Inbesondere muf} sich Ly aus X durch Multiplikation von X mit einem Vektor
t1 bestimmen lassen: Xt; = Lj. Unter geeigneten Normierungsbedingungen ist
L)L, proportional (dh bis auf einen Faktor 1/m) zur Varianz der Komponen-
ten von Lj. t; soll so bestimmt werden, dass L} L; maximal wird. Ohne weitere
Nebenbedingung wird diese Varianz aber maximal, wenn L|L; = oo wird, was
nicht sinnvoll ist, die Komponenten von L; haben dann keine endlichen Werte
mehr. Deswegen wird die Nebenbedingung t}t; = 1 eingefiihrt; diese Bedingung
definiert ¢(t11,...,tn1) = 0. Also soll gelten

Q(L) = t) X' Xt; + A(tjt; — 1) = L|L; = max (8.41)
Man muf} diese Gleichung nach den Komponenten ¢;; und nach A differenzieren
und die entstehenden Gleichungen gleich Null setzen. Man hat beziiglich ;7

oL

ot = e;X’th + t’lX'Xei + )\(egtl + t'lei) =0,
i

Schreibt man dies fiir alle e; und beriicksichtigt, dass €;X'Xt;, t| X'Xe;, e/t
und t}e; Skalarprodukte mit identischem Wert sind. so erhélt man mit A\; = A

die Gleichung
X' Xt = M\t (8.42)

d.h. t; ist der erste Eigenvektor von X’'X und )\; ist der zugehérige Eigenwert.

Zur Bestimmung von Lo verfahrt man analog; man hat aber wegen der Ortho-
gonalitétsforderung die Nebenbedingungen t5ts = 1 und L)Ly = 0. Dies bedeutet

LiLo = th X' Xtg + Ao(thte — 1) + pu(te X' Xty — 0)

soll maximiert werden. Differenziert man wie im ersten Fall und setzt die entste-
henden Ableitungen gleich Null, erhdlt man

X/th = )\th, n = 0, (8.43)
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d.h. Ly wird durch den zweiten Eigenvektor ts von X’X bestimmt, mit dem
zugehorigen Eigenwert Ao. So verfahrt man weiter und erhélt die Transformation

XT=L, TT=I, (8.44)

und diese Losung entspricht der Losung X P = L, auf die man gefithrt wird,
wenn man von X = LP’ zusammen mit der Orthogonalitéitsforderung L'L = A
ausgeht.

8.8 Ein Maximum-Prinzip
In Gleichung (2.55) wurde die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

X'yl < [Ix[llyll

eingefiihrt. Diese Ungleichung kann verallgemeinert werden.
Es sei M eine positiv-definite (n x n)-Matrix und x und y seien zwei n-

dimensionale Vektoren. Dann gilt

(x'y)? < (X' Mx)(y'My). (8.45)

Beweis: Fiir x = 0 und/oder y = 0 ist die Ungleichung trivialerweise wahr, x
und y seien also vom Nullvektor verschieden. Es sei

n

" PP
JVRET SRVovs 1 SR VAL LI i

Dann folgt
X'y = x'Ty = x'M'Y2M~2y = (M'2x)" (M~/%y).

M'/2x und M~1/2y sind aber Vektoren, fiir die die Cauchy-Schwarzsche Unglei-
chung existiert, dh

[(A25) M 2y] = MMy | = [xy| < (M| M2y
und das war zu zeigen. O

Das Maximum-Prinzip Es sei M wieder eine positiv-definite (n x n)-Matrix
und x sei ein n-dimensionaler Vektor. Ebenso sei y # 0 ein n-dimensionaler
Vektor. Dann gilt

/)2
max (y'x) =x'M'x. (8.46)
y#0 Y'My

Das Maximum wird angenommen fiir y = ¢M ~'x, fiir ein ¢ € R.
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Beweis: Nach (8.45) gilt
x'y < (y'My)(x'M ™ 'x).

Da M positiv-definit ist, gilt y’My > 0. Dividiert man beide Seiten der Unglei-
chung durch y’ My, erhilt man

(x'y)* _

/ —1
x' M~ x.
yMy —

Fiir y = ¢M~'x wird das Maximum angenommen. D

8.9 Die n-dimensionale Normalverteilung

Sie ist durch
f(x) = Aexp(—(x — )T~ (x — p)) (8.47)

definiert, wobei x ein n-dimensionaler Vektor ist, i ist ebenfalls ein n-dimensionaler
Vektor, dessen Komponenten die Mittelwerte der Komponenten von x sind, und
¥ ist die Varianz-Kovarianzmatrix der Komponenten von x. A ist ein Normie-
rungsfaktor, der bewirkt, dass [ f(x)dx = 1. Offenbar ist die Dichte durch qua-
dratische Formen definiert: f(x) fiir (x — u)’~~!(x — ) = k ist die Dichte fiir alle
x, deren Endpunkte auf einer bestimmten Ellipse liegen, deren Hauptachsenlédn-
gen durch den Wert von k (vergl. (3.138) und (3.139) bestimmt werden. 7! ist
symmetrisch, da ¥ symmetrisch ist. Wegen (3.157) gilt dann auch

n

(x = )57 x = p) = (x = ) (Z ti?“) (x — p), (8.48)

k=1

wobei die t; die Eigenvektoren von ¥ sind und \; die entsprechenden Eigenwerte.
Die Elemente von 7! sind offenbar gro, wenn es kleine Eigenwerte gibt.

Im Ubrigen bedeutet die Zerlegung der Korrelationsmatrix R gemifl R =
T AT’ nicht, dass implizit die Normalverteilung angenommen wird. Die Zerlegung
ist einfach eine Implikation der Symmetrie von R.

Mahalanobis-Distanz Der Ausdruck
52 = (x — p)'S" (x — p) (8.49)

heiBt Mahalanobis-Distanz. Alle x mit 62 = konstant haben die gleiche Dich-
te, d.h. die gleiche Wahrscheinlichkeit, zwischen x und x + dx zu liegen. Eine
euklidisch groflere Distanz in Richtung der ersten Hauptachse hat die gleiche
Wabhrscheinlichkeit wie eine euklidisch kleinere Distanz in Richtung der zweiten
Hauptachse (und analog fiir die weiteren Hauptachsen des Ellipsoids). Der Begriff
der Entfernung (Distanz) wird hier mit dem der Wahrscheinlichkeit kombiniert.
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