Grundlagen der Programmierung (Vorlesung 10)

Ralf Maoller, FH-Wedel

Vorige Vorlesung: Pradikatenlogik

Inhalt dieser Vorlesung
Prdadikatenlogik mit speziellen Theorien

natirliche Zahlen, ganze Zahlen, reelle Zahlen

Elemente von Programmiersprachen:

Variablen, Felder

Lernziele
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Noch einmal: Funktionen

In der Semantik der Prddikatenlogik:
Spezifikation von I, durch: fA = {(x,y), (y, z), ...}

Schreibweise: f(x) = y (x heift Argument oder
Parameter, y heift Wert)

Extensionale Definition problematisch da
Tupelmenge potentiell unendlich

Daher: Angabe der Tupelmenge durch
Prddikatenlogische Formel (Beispiel)
fa={(x.y)ly=x+2}
Schreibweise: f(x) = x + 2



Prddikate als Boole'sche Funktionen

Prddikatsnamen bezeichnen Mengen von Tupeln:
Struktur (U,, . IA)
Beispiel: U, = {u, v, w}
Beispiel: PA={ (u, v), (v, w) }

Darstellung von Prddikaten als Funktionen:
Beispiel: P: U, xU, -> B B={0,1}

PA={(u,v,1),(v,w,1),
(u, w, 0), (u, u, 0), (v, v, 0), (v, u, 0),
(w, u, 0), (w,v,0), (w,w,0)}



Prdadikatenlogik fir ,Arithmetik"

Festlegung des Universums der Struktur

Definition von Prddikaten mit Hilfe von
~eingebauten”, vorausgesetzten Funktionen

Zahlen

N, auch: N unsigned int . cardinal: natiirliche Zahlen ab 0
N natiirliche Zahlen ab 1

Z Intg. integer: ganze Zahlen

R real. float: reelle Zahlen



Operationen

elementare
Pradikate

elementare
Operationen

Arithmetik

auf natiirhichen Zahlen

=:Ny x Ny — B
£+ Ny % Ng — B

+1:N(3—>NQ
—l:N{j——}Ng

+ : Ny x Ng — Nj
—:NQXN{)_}’N()
INQXN{]—}NQ
diV:NQXN{]——}NQ
mOdINQXN{]—}NQ

+.- totale Funktionen
—.div.mod partielle Funktionen



Algebraische Axiome fir +, *

Einselemente
Kommutativitat
Distributivitat
Assoziativitat

Axiome ermdglichen Umformulierungen von
Termen



Weitere .eingebaute” Prddikate

Vergleiche >:Ngx Ny — B
>:Ngx Ny — B

>.> totale Funktionen



Wie hdngen die Funktionen und Prddikate zusammen?

Festlegung der Eigenschaften durch sog. Axiome
Aus den durch Axiome festgelegten Eigenschaften
sind Folgerungen (F) maglich

Menge von Axiomen heiflt auch "Theorie"

Ublich: Notation der Axiome als Formeln

Zusammenhang zwischen "—" und " F "



Ungleichungen

AXiOmCF

transitiv
reflexav

antisymmetrisch

transitiv

Rechnen mit Ungleichungen
1, 7, k selen ganze Zahlen

i=j

ok k< g%k

1< k



Weitere Axiome:
—(z < 1)
(2 <3 A g <)
1<] - i1+k<gi+k
1< I ANO<ZE > ixk<g*k
1< I NANO<hk = 1xk<jx*k

<] - i+1Z7



Noch einmal: Natirliche Zahlen

Wir betrachten Strukturen A = (U,, I,)

Ausgezeichnete Menge N (auch N, genannt) der
naturlichen Zahlen einschlieflich O, N< U,

Annahme: Pradikat N zum Test, ob ein Objekt
n€ U, aus N ist



Vereinbarung von abkiirzenden Schreibweisen

VY neN . P(n) fir V n (N(n) = P(n)) (dto. fiir Z2)
Vasns<b.P(n)firV n(((N(n)A(a=<=n)) A (n=Db)) — P(n))
VxeM.F(x)

dneN.P(n) fir 3 n (N(n) A P(n)) (dto. fir Z2)
da=ns=b.P(n) firIn (((N(n) A (@a<n)) A (n=Db)) aP(n))
dxe M. F(x)



Beispiel
Aussage

Grundmenge

elementare
Pradikate

Formel

salle Aldi-PCs sind schlecht gebaut*
PC's

vonAldi(z)

gut(z)

mit All-Quantor

Vpc € PCs o vonAldi(pc) = —gut(pc)



Aussage

Grundmenge

elementare
Pradikate

Formel

»es gibt eine gerade Primzahl*®

No

gerade(x)

prim(z)

mit Existenz—Quantor

dn € Ny e gerade(n) A prim(n)



Tautologien/Gesetze (1)

(1)
(2)
(3)

(4)
(5)

Vie{} e P(t) & true
Jic{) e P(i) < false
Jic M e —P(i) < -Vie M e P(i)
Vie M e 2P(i) & —-Ji€M o P(i)

Verallgemeinerung von de Morgan
VicM e Pi)AjEM — P(j)
JEMAP(GH) = dieM e P(7)



Tautologien/Gesetze (2)

(1a)
(2)
(3a)

(4a)
(5a)

(6a)

Va<i<a e P(i) < true
da<i<a e P(i) < false
da<i<be-Pli) & —Va<i<be P(i
Va<i<be -Pi) < —-Ja<i<be P(i)
Va<i<be PlyAa<j<b = P(j)
a<j<bAP(y) > da<i<be P(i

Va<i<be Pli) AVb<i<ec e P)
© Va<i<ce P(i)



Grundmenge

Intervall

Notation

alternative
Notation

Felder

Referenzierung

Indexbereich

1€ S

haufiger Sonderfall von Mengen:
Intervall aus den ganzen Zahlen

a<i1<b

fiir Formeln mit Quantoren

Va<i<b e P(i) halb offenes Intervall
Va<i<b e P(1) abgeschlossenes Intervall
Va<i e P(i) unbeschranktes Intervall

f rarray [0..n—1] of Element

f 1st eine Variable zum Speichern einer ganzen
Menge von Werten

fle], £(0), fi Zugriff auf i-te Element in f

ein Intervall (hier 0 <7 < n)



Beispiele

gegeben

Aufgabe
(1)

(2)

(3)

fiir Pradikate mit V-Quantoren

zwel Felder ¢ und b
vom Typ array [0..n—1] of Z

Wie sehen die zugehorigen Pradikate aus?

a 1st eine exakte Kopie von b, alle Elemente
sind gleich

Fir alle 72 1st das i-te Element von a kleiner als
das 2-te Element von b

Jedes Element von a ist kleiner als jedes
Element von b



(4) Wenn die Elemente von a in aufsteigender
Reihenfolge sortiert sind, so auch die Elemente

von b

(5) Alle Elemente von a sind untereinander
verschieden

(6) Jedes Element von a ist von jedem Element

von b verschieden



Beispiele

gegeben

Aufgabe
(1)
(2)

(3)

(4)

fiir Pradikate mit 3- und V-Quantoren

zwel Felder ¢ und b
vom Typ array [0..n—1] of Z

Wie sehen die zugehorigen Pradikate aus?
Einige Elemente von a sind ungleich 0

das Feld a 1st nicht in aufsteigender
Reihenfolge sortiert

mindestens ein Element von a ist grofler als alle
Elemente von b

Jedes Element von b ist eine Kopie eines
Elements von a



b enthalt alle Zahlen von 0 bis n—1 (eine

Permutation aller Zahlen von 0 bis n—1 )

b zeigt die numerische Ordnung von a an, d.h.
b[0] ist der Index auf das kleinste Element von
a, b[1] der Index auf das zweitkeinste Element
usw.

Wenn alle Elemente in a paarweise verschieden
sind, dann enthélt b die Elemente von a in
sortierter Reihenfolge

b enthalt die Elemente von a 1n sortierter
Reihenfolge



Negation von Pradikaten mit Quantoren

Aussage yalle Aldi-PCs sind schlecht gebaut*

Frage Welche der folgenden Aussagen ist die Negation
dieser Aussage

(1) Alle nicht-Aldi-PCs sind gut gebaut

(2) Alle Aldi-PCs sind gut gebaut

(3) Einige Aldi-PCs sind gut gebaut

(4) Einige Aldi-PCs sind schlecht gebaut

(5) Einige nicht-Aldi-PCs sind schlecht gebaut

(6) Einige nicht-Aldi-PCs sind gut gebaut



Algorithmen vs. Funktionen

Statt extensionaler Spezifikation einer Funktion

Spezifikation mit Hilfe einer Formel bzw. eines
Prddikates (intensionale Spezifikation)

Algorithmen berechnen Funktionen

Berechnungsvorschrift (ggf. fir jeden maglichen
Parameter) erforderlich (-> Algorithmus)

Berechnungsvorschrift u.U. nicht einfach zu
finden (-> Korrektheit, Vollstandigkeit,
Terminierung)

Systematische Entwicklung notwendig



Algorithmen

Verwendung einer beliebigen Menge von "Variablen"
{x,v.2, ..}
Elementare Anweisungen
Zuweisung (Bsp. "x = 2")
Fallunterscheidung
Schleife
Algorithmus: Sequenz von elementaren Anweisungen

Idee: Nach Ausfiihrung des Algorithmus steht
Funktionswert in festgelegter Variable



§
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Zusammenfassung, Kernpunkte

Prddikatenlogik mit Axiomen z.B. fir natirliche
Zahlen

Elemente von Programmiersprachen
Variablen, Felder

Spezifikationen



Was kommt beim ndachsten Mal?

Elemente von Programmiersprachen:
Kontrollstrukturen

Verifikation von Programmen





