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Aufwand von Algorithmen

JedeOperationeinesProgrammsverursachteinengewissenAufwand:

❑ AlgorithmenverbrauchenRechenzeit,

❑ DatenstrukturenverbrauchenSpeicher.

Der VerbrauchdieserRessourcensoll möglichstminimal sein,d.h. esstellensich folgende
Fragen:

❑ Wieviel RessourcenverbrauchteingegebenerLösungsansatz?

❑ Wasist derminimaleAufwandzurLösungdesProblems?

Dazuist die Fragezu präzisieren:Ist die Redevom besten, demdurchschnittlichenoder
demaufwendigstenFall?

Komplexität– Motivation 11.1

Entwurfsüberlegungen

FolgendeFragensollte mansich stellen,bevor manDatenstrukturen und Algorithmenent-
wickelt bzw. verwendet:

❑ Für welchenZweck soll derEinsatzerfolgen?

❑ WelcheOperationenwerdenunbedingtben̈otigt, welchehingegennicht?

❑ WelcheOperationenwerdenamhäufigstenverwendet?Welchesindtypisch?

❑ Mit welchemAufwandist bei deneinzelnenOperationenzu rechnen?

Wir wollen nundie letzteFragenäherbetrachten,dasiefür die Entscheidungfür odergegen
bestimmteDatenstrukturenoderAlgorithmeneinegroßeRollespielenkann.

Komplexität– Motivation 11.2



Aufwand von Algorithmen

JedeOperationeinesProgrammsverursachteinengewissenAufwand:

❑ AlgorithmenverbrauchenRechenzeit,

❑ DatenstrukturenverbrauchenSpeicher.
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Begriffe

FolgendeBegriffe werdenbeiderAufwandsuntersuchungbenutzt:

❑ Problemumfang� : meistderWert oderdie StellenanzahlderEingabe

❑ Zeitaufwand: AbstraktionvonkonkretenZeitenzu Größenordnungen

❑ Platzbedarf: konkreteBerechnungdesSpeicherbedarfsdesAlgorithmus

❑ günstigster, durchschnittlicher undung̈unstigsterFall, z.B.bei Sortierung.

❑ Komplexität einesAlgorithmus : asymptotischer Aufwand(für � � � ) derIm-
plementierung.

❑ Komplexität einesProblems: minimaleKomplexität einesAlgorithmuszur
LösungdesProblems

Komplexität– Motivation 11.3

Moti vation der Komplexitätsbetrachtung

Die Komplexität untersuchtalsofolgendeFragen:

❑ Wieviel Rechenzeitwird für dieAusführungbeigegebenerEingabein etwa ben̈otigt?

❑ Wie ändertsichdie Rechenzeit(größenordnungsm̈aßig)bei VergrößerungderEingabe?

❑ Wieviel Speicher wird für dieAusführung(in Abhängigkeit vonderEingabe)ben̈otigt?

❑ Ist dieRechenzeitdesAlgorithmusnochzumutbarfür
”
große“ Eingaben?

Komplexität– Motivation 11.4
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Moti vation

Die Komplexität mißt nicht konkreteZeiten(
”
1456 ms“ ), dadieseu.a.abḧangenvon

❑ ProzessortypundTaktrate,

❑ Betriebssystem, Arbeits-undggf. virtuellemSpeicher (GrößeundZugriffszeit),

❑ Entwicklungs-undLaufzeitumgebung,

❑ Compiler- oderInterpreterversion, ÜbersetzungsparameterundOptimierung,

❑ BuslastzumZeitpunktderAusführung

❑ sowie Speicherfragmentierung.

Meßergebnissein Sekundenetc.sinddaher

❑ nur in Einzelf̈allenexakt reproduzierbar,

❑ sehrschweraufandereSituation(gem̈aßderobigenListe) übertragbar

❑ unddahervonsehrgeringer Aussagefähigkeit.

Komplexität– Motivation 11.5

Nutzen

Wozuwird dieKomplexität ben̈otigt?

❑ Vergleichbarkeit vonAlgorithmenanhandihresAufwands

❑ Beurteilung,obein gegebenerAlgorithmusfür einProblempraktisch verwendbarist

❑ Prognose,wie sichdieLaufzeit im Verhältnis zurProblemgr̈oßeändert

Ist derAlgorithmusnur biszu einerbestimmtenProblemgr̈oßeakzeptabel?

Im folgendenwerdennur Funktionenauf natürlichenZahlenbetrachtet.Die Problemgr̈oße
ist in derRegel derWert desParameters.

Komplexität– Motivation: Nutzen 11.6
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Elementare Kosten

Zur BestimmungderKomplexität wird zun̈achstdie Anzahlder Rechenschritte bestimmt.

DabeiwerdenfolgendeFaktorenverwendet(etwasvereinfacht):

Operation Anzahl Rechenschritte
elementareArithmetik, Vergleich,
Wertzuweisung

1

Ein- undAusgabe 1
Funktionsaufrufe Komplexität der Funktion
logischeAusdr̈ucke gem̈aßdenobigenFaktoren
Fallunterscheidung Komplexität deslogischenAusdrucks

+ MaximumderRechenschrittebeiderZweige
zusammengesetzteAnweisung Summeder Kostender einzelnenBefehle
Schleifen Falls � Durchl̈aufe:

Initialisierung
+ � � Komplexität desSchleifenk̈orpers
+ � � Komplexität desWeiterz̈ahlens

Tabelle22: Faktorenfür die Komplexität

Komplexität– ElementareKosten 11.7

Ein Beispiel

WievieleRechenschritteführt dasaufSeite11.9angegebeneProgrammsẗuck aus?

❑ VerwendenSiedie FaktorenvonFolie aufSeite11.7

❑ Faktorenhintereinanderausgef̈uhrterBefehlewerdenaddiert

❑ Bei Schleifenwird die (maximale)Anzahlder Durchläufe mit den KostendesSchlei-
fenkörpersmultipliziert

Komplexität– ElementareKosten: Beispiel 11.8



Beispiel 1 is-prim(n : N0) : B
if n < 2                                       {1}
   then false
   else
     begin
          var prim : B;
                i : N0;
          prim, i := true, 2;              {1+1}
          while prim fi (i < n) do        {(n-2)*(2}
              if (n mod i) = 0               {+2}
                then prim := false       {+1}
              end if;
              i := i + 1                         {+1)}
          end while;
          prim                                  {1}
    end
end if

Die Anzahl der 
Rechenschritte
beträgt:

Die Anzahl der 
Rechenschritte
hängt also
linear von n ab.



:=

:=



O-Notation

Wie bereitserwähnt,interessiertnurdasgrunds̈atzlicheVerhaltendesAlgorithmusfür größer
werdendeEingaben.

Hierzugibt esdie
”
O-Notation“ , die eineEinteilungderAlgorithmenin Größenordnungen

erlaubt.Dabeiwird vonunwesentlichenKonstantenabstrahiert.

❑ Sei � � � � dieAnzahlauszuf̈uhrenderRechenschrittefür denAlgorithmusin Abhängigkeit
vonderProblemgr̈oße�

❑ � � � � seieinevon � abḧangigeFunktion

❑ Manschreibt � � � � � � � � � �  ! " � # � " � � � � � � ! $ � � � � � �
In unseremBeispielmit � � � � % & � ' ( kannmanalsobeispielsweise! % & und � � � � % �
wählen,denn# � " � & � ' ( � & � �

❑ DefinitionderO-Notation:

� � � � ) * � � � � � � +  ! , " �  - , " � # � " � � . - , / � � � � � ! , $ � � � � � � �
Gesprochen

”
abeinemWert - , liegt die Komplexität von f unterder ! , -fachenKomple-

xität vong“ oderverkürzt:
”
f liegt in dergleichenGrößenordnungwie g“ .

Komplexität– O-Notation 11.11

Rechenbeispiele

❑ f(n) = 0 1 2 3 4 5 6 1 7 , denn8 1 9 6 1 : ; < 0 1 2 3 = 0 1 7 mit > ? @ 0 A B ? @ ; A C 6 1 7 @ 1
❑ f(n) = D 1 E F 4 5 6 1 7 , denn8 1 9 6 1 : G < D 1 E F = H 1 7 mit > ? @ H A B ? @ G A C 6 1 7 @ 1
❑ f(n) = 1 I E 1 2 3 4 5 6 1 I 7 : 8 1 9 J 1 : ; < 1 I E 1 2 3 = K 1 I L mit > ? @ K A B ? @ ; A C 6 1 7 @ 1 I

BeachtenSie:

❑ Es kommt nicht auf den kleinstm̈oglichen Startwert B ? an. Statt B ? @ G im zweiten
Beispielhättemanauch B ? @ 3 ; ; wählenkönnen.

❑ Eskommtnicht auf die kleinstm̈oglicheKonstante > ? an.Im zweitenBeispielhätteman
statt > ? @ H genausogut> ? @ K ; wählenkönnen.

Die Konstante> ? ist nur ein Multiplikator für die Laufzeit,die unabḧangigvon derPro-
blemgr̈oßeist unddaherfür dieEinteilungin Klassenvernachl̈assigtwerdenkann.

❑ UntermehrerenmöglichenKomplexitätsklassenist stetsdie kleinstezuwählen.

Sogilt zwar rechnerisch0 1 2 3 = K ; 1 M undsomit 0 1 2 3 4 5 6 1 M 7 , dieseAussageist aber
nicht konstruktivunddaherzuunterlassen.

❑ Faustregel:derhöchsteExponentbzw. diehöchsteBasis( K N A 0 N etc.)dominiert.
Komplexität– Rechenbeispiele 11.12



Weitere Symbole

Die
”
O-Notation“ gehtauf denZahlentheoretiker EdmundLandau(1877-1938)zurück,das

”
O“ wird daherauchals

”
Landau’schesSymbol“ bezeichnet.O P Q P R S S

bezeichnetdabeieineganzeKlassevonFunktionen;soliegenin
O P R S

alle Funktio-
nen,diemaximallinearmit

R
wachsen.

Esgibt insgesamtdrei verschiedeneSymbole:

❑ T P R S U O P Q P R S S
:
”

T P R S
wächsthöchstenssoschnellwie

Q P R S
“ (obere Schranke)

❑ T P R S U V P Q P R S S
:
”

T P R S
wächstmindestenssoschnellwie

Q P R S
“ (untere Schranke)

❑ T P R S U W P Q P R S S
:
”

T P R S
wächstgenausoschnellwie

Q P R S
“ (exakteSchranke)

Komplexität– Rechenbeispiele 11.13

Weitere Symbole

e Q(g)fe W(g)fe O(g)f 

2

c * g(n)

f(n)

f(n)

c * g(n)

f(n)

c * g(n)
1

c  * g(n)

Abbildung19:Schemavon X Y Z und [

Komplexität– Rechenbeispiele 11.14
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Komplexit ätsklassen

Die folgende Tabelle enthält diewichtigsten Komplexitätsklassen:

Klasse Leseweise\ ] ^ _
Die Rechenzeit ist unabhängig von der Problemgröße.\ ] ` a b c _
Die Rechenzeit ẅachstlogarithmisch(zur Basis 2) mit
der Problemgr̈oße.\ ] c _
Die Rechenzeit ẅachstlinear mit der Problemgr̈oße.\ ] c d ` a b c _
Die Rechenzeit ẅachst linear logarithmischmit der
Problemgr̈oße.\ ] c e _
Die Rechenzeit ẅachstquadratischmit der Problem-
größe.\ ] c f _
Die Rechenzeit ẅachstkubischmit der Problemgr̈oße.\ ] g h _
Die Rechenzeit ẅachstexponentiell (zur Basis 2)mit
der Problemgr̈oße.

Tabelle 23: Die wichtigsten Komplexitätsklassen

Komplexität – Komplexitätsklassen 11.15

Beispiele zu den Komplexiẗatsklassen

i j k l
Tritt ein, wenn das Programm nur einmal linear durchlaufen wird, ohne
von der Problemgr̈oße abzuḧangen (d.h. auch ohne Schleifenüber m )
☞

”
konstante Laufzeit“i j n o p m l

Die Rechenzeit ẅachst logarithmisch zur Problemgröße.
Häufig bei Zerlegung von Problemen in Teilprobleme und Berechnung
einesder Teilprobleme
Beispiel: Binäre Suchei j m l
Lineare Zunahme der Rechenzeit mitm .
Typischer Vertreter sind Schleifen vonq r r r m ( q s m ) sowie alle Ope-
rationen, die jedes Element genaut -mal referenzieren für ein von m
unabḧangigest .
Beispiel: Invertieren eines Bildes; Sequentielle Suchei j m n o p m l
Linear logarithmische Zunahme der Rechenzeit.
Typisch bei Zerlegung des Problems in Teilprobleme mit Bearbeitung
aller Teilprobleme.
Beispiel: Bessere Sortierverfahren, etwa Quicksort

Komplexität – Komplexitätsklassen : Beispiele 11.16
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Beispielezu denKomplexitätsklassen

i j k l
Tritt ein,wenndasProgrammnureinmallineardurchlaufenwird, ohne
von der Problemgr̈oßeabzuḧangen(d.h. auchohneSchleifenüber m )
☞

”
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TypischerVertretersind Schleifenvon q r r r m ( q s m ) sowie alle Ope-
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Beispielezu denKomplexitätsklassen

u v w x y
QuadratischeZunahmederRechenzeitmit

w
.

Typischbei verschachteltenSchleifen.
Beispiel: PaarweiserVergleich aller Elementebei

”
naheliegendem“

Sortierverfahren.u v w z y
KubischeZunahmederRechenzeitmit

w
.

Typischbei dreifachverschachteltenSchleifen.

Beispiel: Matrixmultiplikation mit { | } ~ � ��� � � � | } � � � � } ~u v � � y
ExponentielleZunahmederRechenzeit(zurBasis2).
TypischbeidererscḧopfendenSuchein allenKombinationenvonPaa-
renoderTeilmengen.u v w � y
Zunahmegem̈aßFakulẗatsfunktion.
Tritt bei derBildungallerPermutationenauf.

Auf denbeidennächstenFolien sindDiagrammefür dasWachstumdieserFunktionenange-
geben.

Komplexität– Komplexitätsklassen: Beispiele 11.17
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Abbildung20:VerhaltenderFunktionenfür n=1,� � � ,5

Komplexität– Komplexitätsklassen: VerhaltenderFunktionen 11.18
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Komplexität– Komplexitätsklassen: VerhaltenderFunktionen 11.19

Verhalten Grundfunktionen

Beispielfür einen500Mhz-Rechnermit Rechenzeit� � � pro Taktzyklus:

Wert von n� � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � �
n

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �
n

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� �
n

� � � �
n

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   � � �� �
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Tabelle24:Berechnungsdauervonn RechenschrittennachKomplexitätsklasse

Deutlich zu erkennenist dasgeringeWachstum(Addition) bei
� � �

n, dasebenfalls geringe
Wachstumvonn

� � �
n unddasstarke Zunehmenvon � n.

AufgrundderBerechnungvon
� � �

n (zurBasis2) wurdennur Zweierpotenzenverwendet.
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Ergebniszu denGrundfunktionen

❑ Solange nochsehrklein ist, verḧalt sich ® ¯ sogargünstigeralsetwa  ° (bis  ± ² )

❑ DasschnelleWachstumderFunktionen ° und ® ¯ ist deutlichzu erkennen.

❑ Die Funktionenlassensichin derin derTabelle23angegebenenReihenfolgeanordnen.

❑ GünstigeKomplexitätenliegenbis ³ ´  µ ¶ ·  ¸
❑ ³ ´  ¹ ¸ ist ebenfalls nochmit akzeptablemWachstumverbunden

❑ ³ ´  ° ¸ ist nur für relativ geringe akzeptabel.

❑ ExponentiellesWachstumvervielfacht die LaufzeitbeiHinzunahmeeinesElements

☞ nicht mehrakzeptableLaufzeiten.

Komplexität– Komplexitätsklassen: Ergebnis 11.21

Average,Bestund Worst Case

Die Komplexitätstheorieunterscheidetweiterin folgendeKategorien:

❑ worst case-Komplexität (
”
worst“ )

Gibt dieKomplexität desrechenintensivstenFallsan.

❑ average case-Komplexität (
”
avg“ )

Diesgibt die Komplexität desdurchschnittlichenFalls an.

❑ bestcase-Komplexität (
”
best“ )

Beschreibtdie Komplexität desgünstigstenFalls.

Naheliegenderweisegilt
best º avg º worst

Für einige Algorithmen fallen die Komplexitätsklassenzusammen,so daßz.B.
”
avg“ und

”
worst“ -caseidentischsind,z.B.bei demSortierverfahrenSortierendurch Auswahl.

Die Bestimmungdestats̈achlichen
”
durchschnittlichen“ Falls ist in derRegel nicht trivial.

Die üblicheKenngr̈oßeeinesAlgorithmusist derworstcase- esinteressiertvor allem,womit
im schlimmstenFall zu rechnenist.

Komplexität– Average,BestundWorstCase 11.22
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”
avg“ und

”
worst“ -caseidentischsind,z.B.bei demSortierverfahrenSortierendurch Auswahl.

Die Bestimmungdestats̈achlichen
”
durchschnittlichen“ Falls ist in derRegel nicht trivial.
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Zusammenfassung, Kernpunkte

❚ (Asymptotische) Komplexität von Algorithmen



Was kommt beim nächsten Mal?

❚ Datenstrukturen
❚ Algorithmen und deren Analyse




