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Aufwand von Algorithmen |

JedeOperatioreinesProgrammgerursacheinengewissenAufwand

[ AlgorithmenverbraucherRehenzeit

[] Datenstruktuenverbraucherspeider.

Der VerbrauchdieserRessourceisoll moglichstminimal sein,d.h. esstellensich folgende
Fragen:

[J Weviel Ressourcererbrauchein gegebenerdsungsansatz?

[J Wasist derminimaleAufwandzur LosungdesProblems?

Dazuist die Fragezu prazisierenist die Redevom besten demdurchsdnittlichenoder
demaufwendigstefrall?



Entwurfs tberlegungen |

FolgendeFragensollte mansich stellen,bevor man Datenstruktuen und Algorithmenent-
wickelt bzw. verwendet:

[J Fur welchenZwed soll der Einsatzerfolgen?

[0 WelcheOperationerwerdenunbedingtberitigt, welchehingegennicht?

[0 WelcheOperationemwerdenam haufigsterverwendet?Velchesindtypisd?
[ Mit welchemAufwandist bei deneinzelnerOperationerzurechnen?

Wir wollen nundie letzte Fragenaherbetrachtengasiefir die Entscheidungiir odergegen
bestimmteDatenstrukturemderAlgorithmeneinegrof3eRolle spielenkann.



Begriffe

FolgendeBegriffe werdenbei der Aufwandsuntersuchungenutzt:

[J Problemumfang.: meistderWert oderdie Stellenanzahtler Eingabe

[ Zeitaufwand Abstraktionvon konkretenZeitenzu Grolenordnungen

[ Platzbedart konkreteBerechnunglesSpeicherbedarfdesAlgorithmus
[ gunstigsterdurchsdnittlicher undunginstigsterfall, z.B. bei Sortierung

[0 Kompleitat einesAlgorithmus: asymptotisker Aufwand(fir n — oo) derlm-
plementierung

[0 Kompleitat einesProblems minimale Komplexitat einesAlgorithmus zur
LosungdesProblems



Motivation der Komplexitatsbetrachtung

Die Komplitat untersuchalsofolgendeFragen:

[0 Wieviel Rethenzeitwird fur die Ausfuhrungbei gegebeneEingabein etwa berbtigt?
[0 Wie andertsichdie Rechenzeifgroienordnungsatfiig)bei Vergrol3erungder Eingabé&
[J Wieviel Speider wird fur die Ausfuhrung(in Abhangigleit von der Eingabe)berbtigt?

[ Ist die RechenzeitlesAlgorithmusnochzumutbarfur ,grof3é Eingaben?



Moti vation

Die Komplexitat mif3tnicht konkreteZeiten(,1456 ns*), dadieseu.a.abrangenvon

[J Prozessortypund Taktrate,

[I BetriebssystenArbeits-undggf. virtuellemSpeiter (GroReund Zugriffszeit),
[0 Entwicklungs-und Laufzeitumglung

0 Compiler oderinterpretervesion Ubersetzungspameterund Optimierung
[J Buslastzum Zeitpunktder Ausfiihrung

[J savie Speiderfragmentierung
MelRegebnissen Sekunderetc.sinddaher

[ nurin Einzelfallen exaktreproduzierbar
[0 sehrschweraufandereSituation(genmaliderobigenListe) Ubertragbar
[J unddahervon sehrgeringer Aussajefahigkeit.



Nutzen

Wozuwird die Komplexitat berptigt?

[ Vergleichbarleit von AlgorithmenanhandhresAufwands
[1 Beurteilung,0b ein gegebeneilgorithmusfir ein Problempraktisd verwendbaiist

[J Prognosewie sichdie Laufzeitim Verhaltnis zur Problemgb3eandert
Ist der Algorithmusnur bis zu einerbestimmteriProblemgb3eakzeptabel?

Im folgendenwerdennur Funktionenauf natiirlichenZahlenbetrachtetDie Problemgbl3e
istin derRegel derWert desParameters.



| Elementare Kosten

Zur Bestimmungder Komplexitat wird zurachstdie Anzahlder Redhensaritte bestimmit.
DabeiwerdenfolgendeFaktorenverwende{etwasvereinfaicht):

Operation Anzahl Rechenschritte

elementaréirithmetik, Vergleich,| 1
Wertzuweisung

Ein- und Ausgabe 1

Funktionsaufrufe Kompleitat der Funktion
logischeAusditicke genafldenobigenFaktoren
Fallunterscheidung Komplexitat deslogischenAusdrudks

+ MaximumderRechenschrittbeeiderZweige
zusammengesetzénweisung | Summaeler Kostender einzelnerBefehle
Schleifen Falls m Durchiufe:

Initialisierung
+ mx Kompl«itat desSaleifenkorpers
+ mx Kompleitat desWeiterzahlens

Tabelle22: Faktorenfur die Komplexitat



Beispiel 1 is-prim(n : No) : B

ifn<?2
then false
else
begin
Die Anzahl der var prim : B;
Rechenschritte 1+ No
~ prim, i := frue, 2;
betrdgt: while prim A (i < n) do
141414 (n=2)-(242+1+1+1  if(nmodi)=0
=446 n=21=6-—8 then prim .= false
‘ | end if;
, =i+l
Die Anzahl der end while:
Rechenschritte prim
hdngt also end

linear von n ab. end if

{1}

{1+1}
{(n-2)*(2}
{+2}

{+1}

{+1)}
{1}



O-Notation I

Wie bereits erwihnt, interessiert nur das grundsdtzliche Verhalten des Algorithmus filir grofier
werdende Eingaben.

Hierzu gibt es die ,,O-Notation®, die eine Eintellung der Algorithmen in Groffenordnungen
erlaubt. Dabei wird von unwesentlichen Konstanten abstrahiert.
A Sei f(n) die Anzahl auszufithrender Rechenschritte fiir den Algorithmus in Abhédngigkeit

von der Problemgrofie n.

A g(n) sei eine von 7 abhdngige Funktion

A Man schreibt  f(n) < g(n) := de. (Vn. (f(n) < c-g(n)))

In unserem Beispiel mit f(n) = 6n — 8 kann man also beispielsweise ¢ = 6 und g(n) =n
wiihlen, denn Yn.(6n — 8 < 6n)

A Definition der O-Notation:
f(n) € O(g(n)) = Jep- (ANy. (Yn. (n > Ng — fin) < - g(n))))

Gesprochen ,ab einem Wert Ny liegt die Komplexitat von f unter der ¢z-fachen Komple-
xitiat von g oder verkiirzt: ,.f liegt in der gleichen Groflenordnung wie g*.



Rechenbeispiele |

Of(n)=3n—1¢€ O(n),dennvn.(n >0 —3n—1<3n)mitcg =3,Ny=0,g9(n) =n
O0f(n)=4n+7 € O(n),dennVn.(n > 6 — 4n+7 < bn) mitcy =5, Ny = 6,9(n) =n
O f(n)=n?+n—1 € O(n?):Vn. (n >0 — n*+n—1 < 2n%) mitey = 2, Ny = 0, g(n) = n?

BeachterSie:

[0 Es kommt nicht auf den kleinstndglichen Startwert N, an. Statt V, = 6 im zweiten
Beispielhattemanauch Ny = 100 wahlenkodnnen.

[0 Eskommtnicht auf die kleinstndgliche Konstantec, an.Im zweitenBeispielhatteman
stattcy = 5 genausogut, = 20 wahlenkonnen.
Die Konstanter, ist nur ein Multiplikator fiir die Laufzeit, die unablangigvon der Pro-
blemgb3eist unddaherfir die Einteilungin Klassenvernachhssigtwerdenkann.

[0 UntermehrerermoglichenKomplexitatsklassermst stetsdie kleinstezu wahlen.
Sogilt zwarrechneriscl3n — 1 < 20n” undsomit3n — 1 € O(n"), dieseAussagést aber
nicht konstruktivunddaherzu unterlassen.

[J Faustregel:derhochsteExponenbzw. die hochsteBasis(2", 3" etc.)dominiert.



Weitere Symbole |

Die ,,O-Notation* gehtaufdenZahlentheoretikr EdmundLandau(1877-1938yurick, das
,O“ wird daherauchals, LandauschesSymbot bezeichnet.

O(g(n)) bezeichnetlabeieineganzeKlassevon Funktionen;soliegenin O(n) alle Funktio-
nen,die maximallinearmit n wachsen.

Esgibt insgesamdreiverschieden&ymbole:

O f(n) € O(g(n)): , f(n) wachsthdchstenssoschnellwie g(n)* (obere Schranle)
O f(n) € Q(g(n)): , f(n) wachstmindestensoschnellwie g(n)* (untere Schranike)
O f(n) € O(g(n)): ,.f(n) wachstgenausaschnellwie g(n)* (exakte Schranie)



Weitere Symbole
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Abbildung 19: Schema vo@, 2 und©



Beispiele zu den Komplexi#tsklassen |

Tritt ein, wenn das Programm nur einmal linear durchlaufen wird, ohne
von der Problemgif3e abzulingen (d.h. auch ohne Schleifahern)
[0 ,konstante Laufzeit

Die Rechenzeit échst logarithmisch zur Problenidge.

Haufig bei Zerlegung von Problemen in Teilprobleme und Berechnung
einesder Teilprobleme

Beispié: Binare Swche

Lineare Zunahme der Rechenzeit mit

Typischer Vertreter sind Schleifen ven..n (i < n) sowie alle Ope-
rationen, die jedes Element genatmal referenzierenilr ein vonn
unabléngigesk.

Beispid: Invertieren eines Bildes Sequentie# Swche

O(nlogn)

Linear logarithmische Zunahme der Rechenzeit.

Typisch bei Zerlegung des Problems in Teilprobleme mit Bearbeitung
aller Teilprobleme.

Beispié: Bessee Sortieverfahren etwa Quicksort



Komplexitatsklassen

Die folgendeTabelleentralt die wichtigstenKompleitatsklassen

'Klasse Leseweise

O(1) Die Rechenzeitst unablangigvon der Problemgole.

O(logn) Die Rechenzeitvachstlogarithmisd (zur Basis2) mit
derProblemgolie.

O(n) Die Rechenzeitvachstlinear mit derProblemgolie.

O(n - logn) | Die Rechenzeitwachstlinear logarithmisd mit der
Problemgole.

O(n?) Die Rechenzeitwachstquadmtisdh mit der Problem-
grolie.

O(n?) Die Rechenzeitvachstkubisd mit der ProblemgoRe.

o(2") Die Rechenzeitvachstexponentiell(zur Basis 2) mit
derProblemgolie.

Tabelle23: Die wichtigstenKomplexitatsklassen




Verhalten Grundfunktionen

f(n)

Verhalten fuer n=1,...,5
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Abbildung 20: Verhaltender Funktionerfur n=1, . .,5



Beispielezu den Komplexitatsklassen |

O(n?) Quadratisch&unahmederRechenzeitnit n.
Typischbeiverschachtelte®chleifen.
Beispiel PaarweiseVergleich aller Elementebei ,naheliggendert
Sortienerfahren.

O(n’) KubischezunahmederRechenzeimit n.
Typischbeidreifachverschachtelte®chleifen.

Beispiel Matrixmultiplikationmitc; ; = > a; 1 - bx. ;
k=1

O(2") ExponentielleZunahmederRechenzeifzur Basis2).
TypischbeiderersclopfenderSuchan allenKombinationervonPaa-
renoderTeilmengen.

O(n!) ZunahmeenmaRFakultatsfunktion.

Tritt bei derBildung aller Permutationemuf.

Auf denbeidennachsterfolien sind Diagrammefur dasWachstundieserFunktionenange-
geben.



Verhalten Grundfunktionen |

Beispielfiur einen500Mhz-Rechnemit Rechenzeifns pro Taktzyklus:

Wertvon n
of(...) of 4] 8] 16 32 64 128
O(loggn) | 2ns| 4ns| 6ns| 8ns 10ns 12ns l4ns
O(n) dns| 8ns| 16ns| 32ns 64ns 128ns 256mn.s
O(nlogyn)| 4ns| 16ns| 48ns|128ns 320ns 768ns| 1792ns
O(n?) 8ns| 32ns|128ns|512ns 208 8us 32us
O(n3) 16ns|128ns| 1us| 8us 6518 5248 dms
02" 8ns| 32ns|512ns|131us 8.59s 1169a| 2-10*a
03N 18ns|162ns| 13us| 86ms 42.89d| 2-10Ma|7.5-10%a
o(n!) dns| 48ns| Slus| 11.6h|1.67-10%a[1.9-10™a| 2 10*a

Tabelle24: Berechnungsdau®on n RechenschrittenachKomplexitatsklasse

Deutlich zu erkennenist dasgeringeWachstum(Addition) bei log n, dasebenélls geringe
Wachstumvon n log n unddasstarke Zunehmernvon 2.

AufgrundderBerechnungonlog n (zur Basis2) wurdennur Zweierpotenzenerwendet.



Verhalten Grundfunktionen

Verhalten fuer n=1,...,5
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Abbildung21: Verhaltender Funktionerfir n=5,.. .,12
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Average,Bestund Worst Case |

Die Kompleitatstheoriaunterscheidetveiterin folgendeKategorien:
[J worst caseKomplexitat (,worst*)
Gibt die Komplexitat desredenintensivstefalls an.

[J avelage caseKompleitat (,avg*)
Diesgibt die Komplexitat desdurchsdnittlichenFalls an.

[ bestcaseKompleitat (,best)
Beschreibtdie Komplexitat desgunstigsterfalls.

Naheliggenderweis@gilt
best < avg < worst

Fur einige Algorithmenfallen die Komplexitatsklasserzusammenso daf3z.B. ,,avg‘ und
~worst‘ -casaldentischsind, z.B. beidemSortienerfahrenSortieendurch Auswahl

Die Bestimmungdestatsachlichen,durchschnittlicheénFallsist in der Regel nichttrivial.

Die UblicheKenngbReeinesAlgorithmusist derworstcase- esinteressiervor allem,womit
im schlimmstenFall zu rechnenst.



Ergebniszu den Grundfunktionen

[0 Solangen nochsehrklein ist, verhalt sich2” sogar giinstigeralsetwan? (bisn = 9)

00 Dasschnellewachstunder Funktionem? und2” ist deutlichzu erkennen.

[J Die Funktionenassersichin derin der Tabelle23 anggebenerReihenfolgeanordnen.
[0 GunstigeKomplexitatenliegenbis O(nlogn)

0 O(n?) ist ebenélls nochmit akzeptablenwWachstumverbunden

0 O(n?) ist nurfir relativ geringen akzeptabel.

[1 ExponentiellesVachstunvervielfadit die Laufzeitbei HinzunahmesinesElements
[0 nichtmehrakzeptabldaufzeiten.



§

4

Zusammenfassung, Kernpunkte

(Asymptotische) Komplexitat von Algorithmen



Was kommt beim ndchsten Mal? &/

Datenstrukturen
Algorithmen und deren Analyse





