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Motivation

Eine zentrale Frage in der Informatik:
Wie beschreibt man, was ein Algorithmus tun soll?

Man macht Aussagen dariiber, wie bestimmte
Eingaben in entsprechende Ausgaben transformiert
werden (Algorithmus als Funktion).

Aussagen konnen verknipft werden. Beispiele sind:
Konjunktion (UND-Verknipfung)
Disjunktion (ODER-Verknipfung)
Negation (Verneinung)



Aussagenlogik

Kernidee

Aus gegebenen Aussagen und ihren Verknipfungen
neue Aussagen ableiten



Aussagen

Der Begriff "Aussage" entzieht sich einer Definition
(ebenso wie "Punkt", "nattrliche Zahl")
Daher: Beschreibung des Begriffs

Eine Aussage ist jeder sprachliche Satz, der seiner
inhaltlichen Bedeutung nach entweder wahr oder falsch ist

"Zweiwertige" Logik
{wahr, falsch} oder {true, false} oder {w, f} oder {1, O}

Aussagen werden nicht (sprachlich) zerlegt sofern
sie hicht aus Verknipfungen aufgebaut sind.



Aussagen: Beispiele aus dem tdglichen Leben

Holz ist brennbar (W)

Jede Aussage ist wahr (F)

Kiel liegt an der Nordsee (F)
Kein Mensch ist unsterblich (W)



Aussagen: wissenschaftlicher Art

Die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen
um die Sonne (W)

Die malighe Lymphogranulomatose ist derzeit
medizinisch unheilbar (W)

Jede Zahl der Gestalt 2@ + 1 ist eine Primzahl,
wenn n eine natirliche Zahl einschlieflich O ist (F)

Jedes losbare Problem ist auch algorithmisch
l6sbar (F)



Aussagen: gesetzliche Regelungen

Ostersonntag fdllt auf einen Sonntag, der auf den
ersten Vollmond nach Frihlingsanfang folgt (W)

Die gesetzliche Einheit der Wdrmemenge ist die
Kilokalorie (F) (richtig ist Joule)

Parken gegeniiber einer Grundstiicksein- oder -
ausfahrt auf schmaler Fahrbahn ist verboten (W)



Aussagen: Wahrheitswert nach Situtation

Klaus studiert Nachrichtentechnik (?W)
Am Donnerstag schien die Sonne (?F)
Das Heizél wird wieder teurer (?W)



Aussagen mit derzeit unbekanntem Wahrheitwert

Kein Planet aufer der Erde ist bewohnt

In zwanzig Jahren wird die Medizin die
Krebskrankheit besiegt haben

Die Zuordnung von Wahrheitswerten
zu Aussagen ist frei wahlbar!



Aussagenverknipfungen

Negation: -W=F, -F=W
Wie sieht die negierte sprachliche Aussagenform aus?
Beispiel: Alle Losungen von f(x) = O sind reell
Negiert: Wenigstens eine Losung von f(x) = O ist komplex

Konjunktion (UND-Verknipfung)
Die Sinusfunktion ist stetig und beschrankt
Disjunktion (ODER-Verknipfung)

In der Bibliothek kann man Zeitschriften oder Biicher
ausleihen (inklusives ODER)



Aussagenverknipfungen (Wahrheitstabellen)

Konjunktion
WAW=W
WAF=F
FAW=F
FAF=F
Disjunktion
WvW=W
WVvF=W Verknipfungsoperatoren fir

Fvw=WwW Aussagen heifien auch "Junktoren"
FVF=F



Aussagenverknipfungen Wahrheitstabellen (2)

Implikation
W->W=W
W->F=F
FoW=W Lies: = “"wenn - dann"
F>oF=W
Biimplikation
W W=W
WoF=F

FeWsF Lies: <> als "genau dann - wenn"
FoF=W



Motivation fir Implikation

Wir wollen (spdter) mehrere Aussagen betrachten
Wenn die Sonne scheint, gehe ich schwimmen
Die Sonne scheint

Wir wollen annehmen, dafl die betrachteten Aussagen wahr
sein sollen

Intuitiv mochten wir erreichen, dall bei den betrachteten
(wahren) Aussagen die Aussage .Ich gehe schwimmen® eine
Folgerung ist. Das kommt spdter.

Unter Implikation wird ein syntaktischer
Verknipfungsoperator fiir Aussagen verstanden

Folgerung bezieht sich auf die Bedeutung von Aussagen



Motivation fir Implikation (2)

Wenn wir drei Aussagen betrachten

Wenn die Sonne scheint, gehe ich schwimmen
Die Sonne scheint NICHT
Ich gehe schwimmen

soll sich kein Widerspruch ergeben, d.h. alle Aussagen sollen
wahr sein, denn ich kann (wie in diesem speziellen Fall) auch
schwimmen gehen, wenn die Sonne nicht scheint.

Die Wahrheitstabelle der Implikation erlaubt genau dieses

Die Implikation drickt folgendes aus:

Wenn die Sonne scheint, gehe ich auf jeden Fall schwimmen.

Andernfalls erfolgt in dem Beispiel keine Einschrdnkung: Ich kann
schwimmen gehen oder auch nicht.



Variable und Ausdricke

Wir haben gesehen: Aussagen konnen sehr lang
sein. Das ist unibersichtlich. Die
Verknipfungsoperatoren sind schlecht sichtbar.

Wir wissen: Elementare Aussagen, seien sie
sprachlich noch so komplex, werden nicht zerlegt.

Also vergessen wir die (natirliche) Sprache und
fiihren Bezeichner fiir Aussagen ein: Variable

Mit Variablen und Junktoren lassen sich
aussagenlogische Ausdriicke aufbauen



Wir missen akurater, d.h. formaler arbeiten ...

Nach welchen Regeln werden aussagenlogische
Ausdricke aufgebaut?

Wie werden Wahrheitswerte von
zusammengesetzen Ausdricken bestimmt?

Nach welchen Regeln lassen sich aus gegebenen
Aussagen neue Aussagen ableiten?

Die natirliche Sprache hilft uns nicht weiter

Im folgenden verwenden wir daher
1 statt W, O statt F, um dieses zu verdeutlichen
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Syntax der Aussagenlogil

L)

Eineatomare Formehat die FormA; (wobeii =1,2,3,...).
Formeh werden durch folgendeinduktive Definition festgelegt:

1. Alle atomaren Formeln sind Formeln
2. Fur alle Formelir undG sind(F AG) und(F v G) Formeln.
3. Fur jede ForméF ist —=F eine Formel.

Abkirzungen:

A,B,C oderP,Q,Roder... statt A1,Ax,Asz...
(Fl — Fz) statt (—lFl V Fz)
(F1<—> Fz) staft ((Fl/\ Fz)\/(—lFl/\—le))

(\n/F.) statt (...((FiVR)VFR)V...VF)
i=1

(/n\F.) statt (...((FLIAR)AR)A...AFR)
i=1
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Semantik der Aussagenlogikf

Die Elemente der Mengf0, 1} heil3enWahrheitswerte

EineBelegungst eine FunktiorA: D — {0, 1}, wobeiD eine Teilmenge der atomarer
Formeln ist. Wir erweiteri\ zu einer FunktiorA : E — {0, 1}, wobeiE D D die Menge
aller Formeln ist, die nur aus den atomaren FormelD aufgebaut sind.

_ 1 fallsA(F)=1 und A(G)=1
A((F/\G)) = (F) ©)
0O sonst

_ (1 fallsA(F) =1 oder A(G) =1

AFVE) = O sonst
_ (1 fallsA(F) =

Wir schreiberA stattA.



Modelle

SeiF eine Formel und\ eine Belegung.

Falls A fir allein F vorkommenda atomar& Formeh definiet ist,
so heiBtA zuF passend

SeiA passend z&:

FallsA(F) =1 so schreibenwir A=F

und sagen F gilt unterA

oder A ist ein Modell furF
FallsA(F) =0 so schreibenwir A (£ F

etc.



Gultigkeit und Erfullbarkeit

Eine FormelF heil3terfullbar, falls F mindestens ein Modell besitzt, andernfalls h&if3t
unerfullbar.

Eine (endliche oder unendliche!) Menge von Formdliheil3terfullbar, falls es eine
Belegung gibt, die fur jede Formd in M ein Modell ist.

Eine FormelF heil3tglltig (oderallgemeingultigpderTautologig falls jede zuF passende
Belegung ein Modell fUF ist. Wir schreiber= F, falls F eine Tautologie ist, ung- F
sonst.



Aufgabe

Gliltig

Erfllbar

Unerfillbar

AV B

AV -A

AN -A

A— —A

—-A— A

A— B

A— (B—A)

A— (A— B)

A+~ —A

A+ (B+ A)




Aufgabe

Gelten die folgenden Aussagen?

JIN | Gegenb.
Wenn F gultig dann F erfillbar
Wenn F erfullbar dann —F unerfillbar
Wenn F gultig dann —F unertfillbar
Wenn F unertfillbar dann —F gultig




Aufgabe

Gelten die folgenden Aussagen?

J/N

Gegenb.

Wenn (F — G) giltig

und F gultig dann G giltig

Wenn (F — G) erfullbar

und F erfullbar dann G erfullbar

Wenn (F — G) giltig

und F erfillbar dann G erflllbar




Zusammenfassung, Kernpunkte

Aussagenlogik
Syntax
Semantik
Entscheidungsprobleme



Was kommt beim ndchsten Mal? %/

Transformation von aussagenlogischen Formeln
Boole'sche Algebra





