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Deterministische Kellerautomaten



Wortproblem für deterministisch-kontextfreie Sprachen

❚ Das Wortproblem für deterministisch-
kontextfreie Sprachen kann in linearer Zeit
gelöst werden

❚ Leider gibt es nicht für jede kontextfreie
Sprache auch einen deterministischen
Kellerautomaten (DPDA)

❚ Aber: Wenn man zu einer Typ-2-Grammatik einen
DPDA findet, ist man in Anwendungen im Vorteil



Komplexität von Algorithmen zur Lösung des Wortproblems

exponentiell



Auf dem Weg zu Maschinen für Typ-0-Sprachen

❚ Wesentliche Beschränkung des Kellerautomaten:
Zugriffsmöglichkeit auf seinen Speicher

❚ Nur "Last-in-first-out"-Prinzip
❚ A.M. Turing schlägt (um 1940) ein

Automatenmodell vor, daß nur wenig
"berechnungsstärker" als der Kellerautomat ist

❚ Das Berechnungsmodell heißt heute Turing-
Maschine
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Deterministische Turing-Maschinen
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Turings Intention war viel weitreichender ...

❚ Angabe einer mathematisch klar beschreibbaren
Maschine, die stellvertretend für jeden
beliebigen algorithmischen Berechnungsprozeß
stehen kann

❚ Turings Vorstellung war es, mit der Turing-
Maschine den (zunächst nur intuitiv gegebenen)
Begriff der Berechenbarkeit, des effektiven
Verfahrens exakt beschrieben zu haben

❚ Man ist heute davon überzeugt, daß ihm dieses
geglückt ist



Berechenbarkeitstheorie

❚ Bisher: Turing-Maschinen zur Definition (oder
Akzeptierung) von Sprachen

❚ Jetzt: Turing-Maschinen zur Berechnung einer Funktion
❚ Eine Funktion ist darstellbar durch eine Menge von Tupeln
❚ Eine Turing-Maschine berechnet eine Funktion, wenn sie

eine Sprache definiert, deren Worte den Tupeln der
Funktion entsprechen

❚ Eine Funktion f heißt (Turing-)berechenbar, wenn es eine
Turing-Maschine T gibt, deren akzeptierte Sprache den
Tupeln der Funktion f entsprechen

❚ Zu einer Funktion f sei TM(f) die Turing-Maschine, die f
berechnet



Aber ...

❚ ... wir haben doch in dieser Vorlesung schon eine
(fiktive) Sprache zur Formulierung von
Algorithmen kennengelernt mit Zuweisungen,
Fallunterscheidungen, und Schleifen

❚ Eine solche Sprache heißt WHILE
❚ Man kann zeigen, daß man für jedes WHILE-

Programm auch eine Turing-Maschine definieren
kann, die die gleiche Funktion berechnet

❚ Auch andere Versuche, einen Algorithmusbegriff
zu definieren, führten zu nichts Neuem



Church-Turing-These

❚ Alle vernünftigen Definitionen von "Algorithmus",
soweit sie bekannt sind, sind gleichwertig und
gleichbedeutend

❚ Jede vernünftige Definition von "Algorithmus",
die jemals irgendwer aufstellt, ist gleichwertig
und gleichbedeutend zur Definition von
Algorithmen mit Turing-Maschinen

❚ Dieses ist nur eine Annahme (These), die man
nicht beweisen kann, aber eine Annahme, die noch
niemand widerlegen konnte!



Entscheidbarkeit

❚ Ein Problem mit Eingabe D heißt entscheidbar,
wenn es einen Algorithmus P gibt, der vollständig
und korrekt ist und auf jeder Eingabe D hält



Eine Universelle Turing-Maschine ist ...

❚ ... eine Turing-Maschine, die als Eingabe eine
kodierte Turing-Maschine und ein Eingabewort
für die Eingabe-Turing-Maschine erhält

❚ Eine solche Turing-Maschine heißt Universelle
Turing-Maschine und interpretiert die Eingabe-
Turing-Maschine, d.h. sie simuliert deren
Verhalten bzgl. des Eingabeworts

❚ Wir nennen die Universelle Turing-Maschine U
❚ Praktische Variante: Simulation eines Rechners

(inkl. Betriebssystem) durch einen anderen



Entscheidbarkeit und das Halteproblem

❚ Terminiert eine beliebige Turing-Maschine auf
jeder möglichen Eingabe? Stop-Tester(T, w) : B

❚ Dieses Problem ist nicht entscheidbar, d.h. es
gibt keinen Algorithmus für Stop-Tester, der
vollständig und korrekt ist und bezüglich jeder
Eingabe T, w hält.

❚ Doch wie zeigt man, daß es keinen Algorithmus
gibt?

❚ Beweistechnik: Annahme eines Algorithmus und
Herleiten eines Widerspruches aus der Annahme



Stop-Tester etwas genauer betrachtet...

❚ Stop-Tester(T, w) : B
   if "T hält mit Eingabe w"
     then true
     else false
   end if



Beweis (1)

❚ Annahme: Stop-Tester(T, w) : B ist berechenbar für alle T
und w

❚ Dann muß auch folgende Funktion berechenbar sein:
❚ Stop-Tester-1(T) : B

    Stop-Tester(U, T/T)
❚ Verwendung von Stop-Tester-1:

f(T) : B
   if Stop-Tester-1(T)
       then while true do end while; false
       else true
   end if



Beweis (2)

❚ Wir betrachten folgenden Aufruf: f(TM(f))
❚ Stop-Tester-1 bestimmt, ob TM(f) hält.
❙ Annahme: Stop-Tester-1(TM(f)) liefert true

❘ Dann hält f nicht (und damit TM(f) auch nicht)

❙ Annahme: Stop-Tester-1(TM(f)) liefert false
❘ Dann hält f (und damit TM(f) auch)

❙ Widerspruch: Die Annahme, Stop-Tester(T, w) : B ist
berechenbar für alle T und w muß falsch sein.



Konsequenz

❚ Nicht alle formal eindeutig gegebenen Probleme
sind entscheidbar

❚ Und damit: Es gibt keinen Algorithmus zur
Entwicklung von Algorithmen



Zusammenfassung, Kernpunkte

❚ Turing-Maschinen
❚ Chomsky-Hierarchie
❚ Berechenbarkeitstheorie
❚ Entscheidbarkeit



Das war's...

❚ Viel Erfolg bei den Prüfungen
❚ Alles Gute für's weitere Studium


