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Uber das was wir machen .... miissen!

Computer science is ho more about computers
than astronomy is about telescopes.

E. W. Dijkstra



Motivation

Aussagenlogik: Aussagen als unteilbares Ganzes (atomare
Formeln)
Beispiel:

Wenn es regnet, werde ich na: R - N

Es regnet: R

Also: werde ich naf: N

Wenn...dann: Wahrheitstabelle der Implikation

Wenn die Vorbedingung falsch ist, soll der ganze Implikationsterm
wahr sein!

Aussagenlogik recht mdchtig (wir konnten z.B. schliefen,
daB Supermann nicht existiert)



Probleme (1)

Gegeben
Alle Metalle leiten den Strom (A)
Kupfer ist ein Metall (B)
Gewtinschte Folgerung
Kupfer leitet den Strom (C)

In Formeln (vielleicht):
AAnB—=C



Probleme (2)

Gegeben
Alle Metalle leiten den Strom (A)
Eisen ist ein Metall (D)

Gewtinschte Folgerung
Eisen leitet den Strom (B)

In Formeln (vielleicht):
AAD—-E

Neue Formeln fiir alle moglichen Metalle
erforderlichl

Gemeinsamkeiten nicht reprdsentiert



Motivation (2)

In Anwendungen ergeben sich Aussagen z.B. durch
Analyse natirlichspracher Satze (siehe
Supermann-Beispiel)

Sdtze haben eine grammatische Struktur

Wir betrachten einfach Satzstrukturen:
Subjekt-Prddikat: Ich schlafe
Subjekt-Prddikat-Objekt: Ich verfolge die Vorlesung



Subjekt-Pradikat-Strukturen

Beispiel: Energie ist wertvoll
Nutzung: Beschreibung von Eigenschaften
Eigenschaften heilen Prddikate: Wertvoll-sein

Wir betrachten einstellige Prddikate, die
Eigenschaften eines ,Subjekts" (auch Individuum
genannt) beschreiben

Formalisierung:
Prdadikate mit Grofbuchstaben: P, Q, R, ...
Subjekte mit Kleinbuchstaben: x, vy, z, ...



Einstellige Prddikate

Notation: Wertvoll(x), P(x), ...
Subjekte wie x bezeichnet man auch als Variablen
Belegung der Variable: Ubergang zur Aussage:

Wertvoll(blaue-Mauritius)
Die blaue Mauritius ist wertvoll

Magliche Belegungen fir x aus vorgegebener
Grundmenge



Subjekt-Pradikat-Objekt-Strukturen

Beispiel: Edelgard ist mit Wolfgang verheiratet
Variablen fir Subjekt (Edelgard) und Objekt
(Wolfgang) benétigt

Prddikat beschreibt Beziehung (oder Relation)
zwischen Subjekt und Objekt



Zweistellige Prddikate

Verheiratet-mit(x, y), P(x, y)
Verheiratet-mit(Edelgard, Wolfgang)



Verallgemeinerung: n-stellige Prddikate

Blankenese liegt zwischen Wedel und Altona.
Prddikat: Zwischen

Dreistellig

Im allgemeinen: P(xq, X5, ..., X,)



Notation

Manchmal ist die Notation P(x,y) ungewohnt
Beispiel: Pradikat Kleiner-als (<)
Infix-Notation: x <y



Verknipfung von Aussagen

Beispiel: 2 und 3 sind Teiler von 6

Steht fir
2 ist Teiler von 6

3 ist Teiler von 6
In Prddikatenschreibweise
Teiler-von(2, 6) A Teiler-von(3, 6)
Beispiel: 4 ist nicht Teiler von 6
~Teiler-von(4, 6)



Namen fiur Funktionen

Bei vielen Anwendungen bequem:
Einflhrung von Namen fir Funktionen

f, g, h, ... (rein syntaktische Namen, Funktorvariablen)
fi, o, T3, ...

Funktoren haben eine festgelegte Stelligkeit und
werden auf Variablen angewendet

Terme: f(x,y)
Manchmal auch Infix-Schreibweise



Anwendung von Namen fir Funktionen

Beschreibung eines Objekts, das sich aus der
Verknipfung von x und y ergibt
Beispiel:

Wenn y grofer als O, dann ist x+y groBer als x

(y>0)—> ((x+y)>x)
Oder: >(y, 0) = >(+(x, y), x)



Quantifizieren von Aussagen

Eingangsbeispiel ,Alle Metalle leiten den Strom”
nicht von Subjekt-Prddikat-Struktur erfaft

Einstelliges Prddikat Leitet-den-Strom bezieht
sich nicht auf einen einzelnen Gegenstand

Vielmehr wird ausgesagt, daB alle Subjekte, die
Metalle sind, diese Eigenschaft besitzen

Formalisierung durch Allquantor
(auch: Universalquantor, Generalisator)

Fur alle x gilt: wenn x ein Metall ist, dann leitet x
den Strom



Quantifizieren von Aussagen (2)

Fir alle x gilt: Metall(x) — Leitet-Strom(x)

Notation: V x (Metall(x) - Leitet-Strom(x))

Man beachte: Es muB nicht notwendigerweise
tberhaupt Metalle geben! Die Fiir-alle-Aussage ist ja
dann nicht falsch

Manchmal mochte man die Existenz aber fordern
Es gibt ein x: Metall(x), oder genauer aber synonym:
Es gibt mindestens ein x: Metall(x)

Notation: dx (Metall(x)) Existenzquantor



| Syntax der Pradikatenlogikl
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Variablen, Symbole, Terme

EineVariablehat die Formx; miti =1,2,3....

Ein Pradikatensymbdiat die FormPK und einFunktionssymbol
hat die Formfik miti =1,2,3... undk=0,1,2.... Hierbei heil3t
| jeweils derUnterscheidungsindaxndk die Stellenzah(oder
Stelligkeit). Wir definieren nun digéermedurch einen induktiven
Prozel3:

1. Jede Variable ist ein Term.

2. Fallsf ein Funktionssymbol mit der Stellenzdqlund falls
t1,...,t Terme sind, so ist aucf(ty,... ,tx) ein Term.

Hierbei sollen auch Funktionssymbole der Stellenzahl O
eingeschlossen sein, und in diesem Fall sollen die Klammern
wegfallen. Nullstellige Funktionssymbole heil3en auch
Konstanten



Formeln

Nun kdnnen wir (wiederum induktiv) definieren, wasrmeln
(der Padikatenlogik) sind.

1. FallsP ein Padikatsymbol der Stelligkek ist, und falls
t1,...,t Terme sind, dann if(ty, ... ,tk) eine Formel.

2. Hir jede FormekF ist auch—F eine Formel.

3. Hir alle FormelrF und G sind auch F AG) und(F Vv G)
Formeln.
4. Fallsx eine Variable ist unér eine Formel, so sind aucixF
undvxF Formeln. Das Symbadl wird Existenzquantound
v Allguantorgenannt.
Atomare Formelmennen wir genau die, die gafd’l. aufgebaut
sind. FallsF eine Formel ist undr als Teil einer FormeG
auftritt, so hei3F Teilformelvon G.



Freie und gebundene Variablen, Aussagen

Alle Vorkommen von Variablen in einer Formel werderfiiaie
undgebunden&orkommen unterteilt. Dabei heil3t ein
Vorkommen der Variabler in der FormeF gebunden, fallg in
einer Teilformel vorF der Form3dxG odervxG vorkommit.
Andernfalls heil3t dieses Vorkommen vefrei.

Eine Formel ohne Vorkommen einer freien Variablen heif3t
geschlossender eineAussage

Die Matrix einer FormekF ist diejenige Formel, die man a&s
erhélt, indem jedes Vorkommen vahbzw.V, samt der
dahinterstehenden Variablen gestrichen wird. Symbolisch
bezeichnen wir die Matrix der FormEl mit F *.



Aufgabe

NF: Nicht-Formel F: Formel, aber nicht Aussage A: Aussage

NF|F|A

VxP(a)

Vxay(Q(x,y) VR(X,Y))
VXQ(X,X) — IXQ(X,Y)

VXP(X) V ¥XQ(X, X)

VP(X)

P(x) — 3

VIP(x)

VXVYQ(X,Y) AR(X,Y)
3Z(Q(zX) VR(Y,2)) = Fy(R(x,y) AQ(X,2))
Ix(—P(X) V P(a))

P(x) — IxP(x)

Ixvy((P(y) = Q(xy)) V —P(x))




|Semantik der Prédikatenlogikl



Struktur, passende Strukturen

Eine Strukturist ein PaaA = (Ua,la) wobeiUp eine beliebige
abernicht leereMenge ist, die dig&srundmenga&on A (oder der
GrundbereichderIndividuenbereichdasUniversum genannt
wird. Ferner istp eine Abbildung, die

¢ jedemk—stelligen PadikatensymbdP (das im
Definitionsbereich vomhy liegt) eink—stelliges Padikatuber
Ua zuordnet,

¢ jedemk—stelligen Funktionssymbdl (das im
Definitionsbereich vohy liegt) einek—stellige Funktion auf
Ua zuordnet,

e jeder Variablerx (sofernl p aufx definiert ist) ein Element
der Grundmeng€p zuordnet.

SeiF eine Formel und\ = (Ua,la) eine StrukturA heif3t zuF
passengfalls | fur alle inF vorkommenden Rxdikatsymbole,
Funktionssymbole und freien Variablen definiert ist.



Mit anderen Worten, der Definitionsbereich vignist eine
Teilmenge vor{PK, fX xli=1,2,3,... und k=0,1,2.,...}, und
der Wertebereich voly, ist eine Teilmenge aller Rdikate und
Funktionen aubla, sowie der Elemente vdna . Wir schreiben
abkirzend statta (P) einfachP?, stattla ( f) einfachf und statt
1A (X) einfachx?.
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