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Struktur, passende Strukturen

Eine Strukturist ein PaaA = (Ua,la) wobeiUp eine beliebige
abernicht leereMenge ist, die dig&srundmenga&on A (oder der
GrundbereichderIndividuenbereichdasUniversum genannt
wird. Ferner ist o eine Abbildung, die

¢ jedemk—stelligen PadikatensymbdP (das im
Definitionsbereich vomhy liegt) eink—stelliges Padikatuber
Ua zuordnet,

¢ jedemk—stelligen Funktionssymbdl (das im
Definitionsbereich vohy liegt) einek—stellige Funktion auf
Ua zuordnet,

¢ jeder Variablerx (sofernl p aufx definiert ist) ein Element
der Grundmeng€p zuordnet.

SeiF eine Formel und\ = (Ua,la) eine StrukturA heif3t zuF
passengfalls | fur alle inF vorkommenden Rxdikatsymbole,
Funktionssymbole und freien Variablen definiert ist.



Mit anderen Worten, der Definitionsbereich vignist eine
Teilmenge vor{PK, fX x[i=1,2,3,... und k=0,1,2.,...}, und
der Wertebereich voly, ist eine Teilmenge aller Rdikate und
Funktionen aubla, sowie der Elemente vdna . Wir schreiben
abkirzend statta (P) einfachP?, stattla ( f) einfachf” und statt
Ia(X) einfachx?.



Werte von Termen und Formeln in einer Struktur

SeiF eine Formel und\ eine zuF passende StrukturuFjeden
Termt, den man aus den Bestandteilen ¥ohilden kann (also
aus den Variablen und Funktionssymbolen), definieren wir nun
denWertvont in der StrukturA, den wir mitA(t) bezeichnen.
Die Definition ist wieder induktiv.

1. Fallst eine Variable ist (alsb= x), so istA(t) = xA.

2. Fallst die Form hat = f(ty,...,t) wobeity, ...ty Terme
und f ein k—stelliges Funktionssymbol ist, so ist

A(t) = fA(A(ty),...,At)).

Der Fall 2 schliel3t auch die ddjlichkeit ein, daf¥ nullstellig ist,

alst die Form hat = a. In diesem Fall ist alsé\ (t) = a”.



Auf analoge Weise definieren wir (induktiv) déwahrheits—)
Wertder FormelrF unter der StruktuA, wobei wir ebenfalls die
BezeichnundA (F) verwenden.

e FallsF die Form hatF = P(ty,...,t) mit den Termen
t1,...,tk undk—stelligem PadikatsymboP, so ist

A(F) = 1, falls (A(t),... ,Atx)) € PA
B 0, sonst

e FallsF die FormF = —G hat, so ist

0

A(F){ 1, fallsA(G)

0, sonst

e FallsF die FormF = (GAH) hat, so ist

A(F) = { 1, fallsA(G)=1undAH)=1

0, sonst



e FallsF die FormF = (GV H) hat, so ist

A(F { 1, fallsA(G)=1oderA(H) =1

0, sonst

e FallsF die FormF = VxGhat, so ist

A(F) = 1, falls fur alled € Up gilt : Ay q(G) =1
0, sonst

e FallsF die FormF = IxGhat, so ist

A(F) = 1, falls es ein de Ua gibt mit: Ay q(G) =1
0, sonst

Hierbei bedeuted, /q diejenige StruktuA’, die tiberall mitA

identisch ist, bis auf die Definition vorf® . Es sei mimlich

!

xA =d, wobeid € Up = U, — unabhingig davon, olba aufx
definiert ist oder nicht.



Beispiel

Es sei P ein zweistelliges Prddikatensymbol, Q ein
einstelliges Prddikatensymbol, a eine Konstante, f ein
einstelliges Funktionssymbol, und es seien x, y, z
Variablen. Eine Struktur, die diesen Symbolen Werte
zuordnet, ist gegeben durch A = (U,, I,) mit U, = {7, 8, 9}.
Die Interpretationsfunktion I, ist wie folgt definiert:

a? = 7

XA = 8

y* = 9

QA = {7,9}

PA = {(7.8),(7.9). (8, 9)}

FA = {(7,8),(8,9), (9, 7)}



Beispiel (2)

Zu bestimmen ist der Wahrheitswert der
folgenden Formeln beziiglich A:

. (Q(a) A P(a, x)) = (Q(f(a)) P(a,y))
2. P(a,y) A3z P(z, a)

3. Vz(Q(z) -P(a, 2))



Modell, Gultigkeit, Erf'ullbarkeit

Falls fiir eine FormeF und eine zU- passende Struktu gilt
A(F) =1, so schreiben wir wiedek = F.

SprechweiseE gilt in A oderA ist Modellfur F.

Falls jede zUF passende Struktur ein ModelfF ist, so
schreiben wit= F, andernfallg~ F.

Sprechweisef ist (allgemein—)gltig).

Falls es mindestens ein Modelirfdie FormeF gibt, so heil3F
erflllbar, andernfallaunertillbar.



Aufgabe

G: Gliltig  E: Erfiullbar, aber nicht gitig  U: Unerftillbar

VxP(a)

Ix(-P(x) vV P(a))

P(a) — IXP(X)

P(x) — IxP(x)

VXP(X) — 3IXP(X)

VXP(x) A =VYyP(y)

VX(P(X,X) — IXVYP(X,Y))
VXVy(x=y — f(x) = f(y))
Vxvy(f(x) = f(y) > x=y
IxIy3z(f(X) =y A f(X) = zZAY # 2)
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Was kommt beim ndchsten Mal? %/

Logik und die systematische Entwicklung von
Programmen

Spezifikation und Programmverifikation





