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Struktur, passende Strukturen

EineStrukturist ein PaarA = (UA ; IA) wobeiUA eine beliebige

abernicht leereMenge ist, die dieGrundmengevonA (oder der

Grundbereich, derIndividuenbereich, dasUniversum) genannt

wird. Ferner istIA eine Abbildung, die

� jedemk–stelligen Pr¨adikatensymbolP (das im

Definitionsbereich vonIA liegt) eink–stelliges Pr¨adikatüber

UA zuordnet,

� jedemk–stelligen Funktionssymbolf (das im

Definitionsbereich vonIA liegt) einek–stellige Funktion auf

UA zuordnet,

� jeder Variablenx (sofernIA aufx definiert ist) ein Element

der GrundmengeUA zuordnet.

SeiF eine Formel undA = (UA ; IA) eine Struktur.A heißt zuF

passend, falls IA für alle inF vorkommenden Pr¨adikatsymbole,

Funktionssymbole und freien Variablen definiert ist.
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Mit anderen Worten, der Definitionsbereich vonIA ist eine

Teilmenge vonfPk
i ; f k

i ;xi ji = 1;2;3; : : : und k= 0;1;2:; : : :g, und

der Wertebereich vonIA ist eine Teilmenge aller Pr¨adikate und

Funktionen aufUA , sowie der Elemente vonUA . Wir schreiben

abkürzend stattIA (P) einfachPA , stattIA( f ) einfach f A und statt

IA(x) einfachxA .
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Werte von Termen und Formeln in einer Struktur

SeiF eine Formel undA eine zuF passende Struktur. F¨ur jeden

Termt, den man aus den Bestandteilen vonF bilden kann (also

aus den Variablen und Funktionssymbolen), definieren wir nun

denWertvon t in der StrukturA , den wir mitA(t) bezeichnen.

Die Definition ist wieder induktiv.

1. Fallst eine Variable ist (alsot = x), so istA(t) = xA .

2. Fallst die Form hatt = f (t1; : : : ; tk) wobeit1; : : : ; tk Terme

und f eink–stelliges Funktionssymbol ist, so ist

A(t) = f A
(A(t1); : : : ;A(tk)).

Der Fall 2 schließt auch die M¨oglichkeit ein, daßf nullstellig ist,

alst die Form hatt = a. In diesem Fall ist alsoA(t) = aA .
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Auf analoge Weise definieren wir (induktiv) den(Wahrheits–)

Wertder FormelnF unter der StrukturA , wobei wir ebenfalls die

BezeichnungA(F) verwenden.

� FallsF die Form hatF = P(t1; : : : ; tk) mit den Termen

t1; : : : ; tk undk–stelligem Pr¨adikatsymbolP, so ist

A(F) =

8<
:

1; f alls (A(t1); : : : ;A(tk)) 2 PA

0; sonst

� FallsF die FormF = :G hat, so ist

A(F) =

8
<
:

1; f alls A(G) = 0

0; sonst

� FallsF die FormF = (G^H) hat, so ist

A(F) =

8
<
:

1; f alls A(G) = 1 und A(H) = 1

0; sonst
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� FallsF die FormF = (G_H) hat, so ist

A(F) =

8
<
:

1; f alls A(G) = 1 oderA(H) = 1

0; sonst

� FallsF die FormF = 8xGhat, so ist

A(F) =

8
<
:

1; f alls f ür alle d2UA gilt : A[x=d](G) = 1

0; sonst

� FallsF die FormF = 9xGhat, so ist

A(F) =

8
<
:

1; f alls es ein d2UA gibt mit : A[x=d](G) = 1

0; sonst

Hierbei bedeutetA[x=d] diejenige StrukturA 0

, die überall mitA

identisch ist, bis auf die Definition vonxA 0

. Es sei n¨amlich

xA
0

= d, wobeid 2UA =UA 0 — unabhängig davon, obIA aufx

definiert ist oder nicht.
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Beispiel

Es sei P ein zweistelliges Prädikatensymbol, Q ein
einstelliges Prädikatensymbol, a eine Konstante, f ein
einstelliges Funktionssymbol, und es seien x, y, z
Variablen. Eine Struktur, die diesen Symbolen Werte
zuordnet, ist gegeben durch A = (UA, IA) mit UA = {7, 8, 9}.
Die Interpretationsfunktion IA ist wie folgt definiert:
aA = 7
xA = 8
yA = 9
QA = {7, 9}
PA = {(7, 8), (7, 9), (8, 9)}
fA  = {(7, 8), (8, 9), (9, 7)}



Beispiel (2)

z Zu bestimmen ist der Wahrheitswert der
folgenden Formeln bezüglich A:

x 1. (Q(a) Ÿ P(a, x)) Æ (Q(f(a)) ⁄ P(a, y))
x 2. P(a, y) Ÿ $z P(z, a)
x 3. "z (Q(z) ⁄ ÿP(a, z))



Modell, Gültigkeit, Erf üllbarkeit

Falls für eine FormelF und eine zuF passende StrukturA gilt

A(F) = 1, so schreiben wir wiederA j= F .

Sprechweise:F gilt in A oderA ist Modell für F .

Falls jede zuF passende Struktur ein Modell f¨ur F ist, so

schreiben wirj= F , andernfalls6j= F .

Sprechweise:F ist (allgemein–)g¨ultig).

Falls es mindestens ein Modell f¨ur die FormelF gibt, so heißtF

erfüllbar, andernfallsunerfüllbar.
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Aufgabe

G: Gültig E: Erfüllbar, aber nicht g¨ultig U: Unerfüllbar

G E U

8xP(a)

9x(:P(x)_P(a))

P(a)!9xP(x)

P(x)!9xP(x)

8xP(x)!9xP(x)

8xP(x)^:8yP(y)

8x(P(x;x)!9x8yP(x;y))

8x8y(x= y! f (x) = f (y))

8x8y( f (x) = f (y)! x= y

9x9y9z( f (x) = y^ f (x) = z^y 6= z)
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Zusammenfassung, Kernpunkte

❚ Prädikatenlogik
❙ Syntax, Formeln
❙ Semantik, Belegung, Modell
❙ Entscheidungsprobleme
❙ Äquivalente Transformation von Formeln



Was kommt beim nächsten Mal?

❚ Logik und die systematische Entwicklung von
Programmen

❚ Spezifikation und Programmverifikation




